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Relazioni geometriche fra due sistemi di 
normali di una superficie dello spazio hil- 
bertlano. 


Nota di 
Angelo Tonolo (Padova). 


In due recenti lavori !) pubblicati in questi „Annales* il Prof. 
Vitali ha determinato per ogni varietà dello spazio hilbertiano 
dei sistemi „privilegiati* di normali ortogonali fra loro due a due. 
In particolare, per le superficie il cui spazio 2-tangente è a quattro 
dimensioni, Egli ha trovato due coppie differenti di normali orto- 
gonali. La prima ?), che indico con N,, è ottenuta usufruendo, con 
un certo criterio, del sistema derivato covariante f,„ della funzione 
f [f = f(t, u, t) equazione della superficie]; mentre la seconda, 
che indico con N,, sì ricava con analogo procedimento dal sistema 
derivato: covariante s *). 

Io provo in questa Nota che queste due coppie di normali 
sono intimamente collegate fra loro, e precisamente pervengo al 
risultato seguente: A ciascuna di queste coppie si puo associare una 
conica, la quale, se è a centro, ha per assi due rette parallele alle 
normali dell’ altra coppia, e se invece è una parabola, il suo asse 
e la tangente al vertice sono paralleli alle normali suddette. 

Ho posto fine alla Nota facendo vedere che soltanto per le 
superficie minime il centro della conica (per tali superficie la co- 


) G. Vitali: Sopra alcuni invarianti associati ad una varieta e sopra 
à sistem principali di normali delle superficie. [Annales de la Société polonaise 
de mathématique, T. VII, (1928)]. In segnito questa Nota verrà indicata con (4). 
sistemi principali di normali ad una varietà giacenti nel suo c,. [Idem]: In 
segnito questa Nota verrà indicata con (B). 

3) Cfr. Nota (4). 

3) Cfr. Nota (B). 
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nica non è mai una parabola) associata alle normali N, cade sulla. 
superficie stessa. E con questo risultato si ottiene una interpreta- 
zione geometrica di quella equazione di minimo (caratteristica per 
tali superficie) che ho dato in un recente lavoro 1). 


1. Interpretazione geometrica delle normali N,. 
Sia 
(1) f=f(t, Us Us) 


l'equazione di una superficie 2 dello spazio hilbertiano, il cui spazio 
2-tangente sia a quattro dimensioni; la forma 


(2) a,, dui -+ 204, du, du, + ass duż, 


il cui discriminante indicheremo con a, dia il quadrato dell'elemento- 
lineare di Ż. In un punto / di questa superficie si consideri il: 
piano normale v, e su di esso le normali N, che assumeremo come 
assi cartesiani di riferimento. Le coordinate dei punti di questo 
ciano rispetto a questo sistema di assi, noi le indicheremo con È, y. 

Perciò, se £e, y, (r, s = 1, 2) sono i sistemi covarianti asso- 
ciati alle normali N,, varrà la relazione (Nota (4). 


(3) (Z, Y) = Tri Var — 2 Tis Yis + Tyc Yyy = O. 
Poniamo ?); 
ec 21 fis Ju | 
Pisi ox Va aj di |? 
1 ILLE 
w DENTS 2 Va Agg Ai 
1 
Pass == == Jaz fiz 
pa | Ugo Qjo 


ove /,, sono le derivate covarianti della funzione (1), fatte con re- 
ferenza alla forma (2). 


1) A. Tonolo: Fine Eigenschaft der Minimalñächen des hilbertsschen 
Raumes. {Math. Zeitschrift: in corso di stampa]. 

2) Con queste r,s, il Vitali costruisce le normali N, in modo analogo 
a quello seguito nella Nota (4) per formare le normali N, a mezzo delle fun- 
zioni frs. [Cfr. Nota (B)]. 


Sul piano y si fissi il punto F definito ponendo 


Va 
SIETE eg) 2e Pre du, dus 
Taz Ziz %m | 


| Yes Yie Y11 | 


Vogliamo dimostrare il seguente. 
duą 


Teorema 1°: Al variare della direzione du 
1 


attorno a f, 


il 


punto F genera una conica, la quale, se è centrale, ha per assi due 
rette parallele alle normali N,, e se è una parabola, il suo asse e la 


tangente al vertice sono paralleli alle suddette normali. 


Dimostrazione: Se X, Y sono parametri normali delle dire- 


zioni N,, si ha: 


(6) KŚ = Ly X -F Yrs Y: 


Ponendo le (6) nelle (4), e sostituendo nella (5) le expressioni 


così ottenute delle $,,, sì ottiene: 


X Zz, du du, + Yny, du, du, due 
Z, z,, du, du, 


w FE 


avendo posto: 


LATE à Ziz Ty | 3 R à | | Zag Tu | 
LATE ; + LS ls, © _,— 
(8) A | dzą Ax | 2Va dog dy 
> — + | | Tag Ti |. 
Tes — a= 4 
Va Agg dzą 
Yi piede ti: Y12 Yu yis a 1 Yz Yu 
= — À = — 
(9) Va dą An 2/a dzą Ai 
Yes = E. Y2 Vis 
22 = = 
Va Agg jo 
> sg ET A = | |% Ty 
ĉu = {= > 212 = Żgą == 
(10) Va Yiz Yu 2Va Yse Yil 
ev l | aa Lig 
nti vee E 
Va Ys2 Ye 


La (7) ci dice che le coordinate È, n del punto F rispetto agli 


assi N,, sono: 


1* 


Ż, ©, du,du, 2, Y, du, du, 
4 = MME Wam e 
Èra Zr du, dus 2 2, du, du, 


(11) 


Per trovare lequazione cartesiana del luogo descritto del punto F 


: pa: da i 
al variare della direzione cia attorno a f, osserviamo che le (11) 
1 


possono essere scritte così: 


(12) (Ez — zy) du? + 2(E2,, — 219) duy du, + (zę, — 220) duî = 0 
(1211 — Yn) dui + 2(n219 — YU1s}du,dus + (7244 — Yes) duż = 0. 


Da queste equazioni (12) si conclude intanto che deve essere 


| 
| 1219 — Yi? Naa — Vas | 
Eza — 4, 6273 — 1 È 


| | NZ — Yu 17219 Us | 
Indi scriviamo che deve aver luogo l’identità 


2 Eza -— Zi Eze Ls | 


Me — Yil NZ22 — Y22 


du? duą = (du, dus)?. 


Si arriva così all'equazione 


9 Eza — Lio EZŻąg — as x 2 Ezra Ezi — Zia 


(13) | NZ Ys N 222 A Yoo | | 1 À Y11 N22 <= Yia | 
= Ez — Żyj Eco — Cas 


ja 
— 


— — 


| Nii — Yi NZa — Ya: | 
la quale non è altro che il risultante delle (12) considerate come 


MP ME du 
equazioni di secondo grado nel rapporto ~~ 


du,” 
La (13) equivale alla sequente: 
== |6+ 22 a Z ge || 
ay a25 ]e+]22|+|f 5] 
pa mme fee | 


Si consideri il determinante 

| Qi, An Ag | 
Ty Lio To 
Yn Y12 Ya 


e supponiamo che esso non sia nullo. Il suo determinante comple- 
mentare, con le posizioni (8), (9), (10), è: 


(12) D= 


| — 22 229 — 2i 

| = | | 
— Y29 2 Yo — Yu 

Ta — 2 Z Za 


a Va 


In forza di un noto teorema sui determinanti complementari, 


i determinanti che figurano nella (14) sono uguali rispettivamente 


1 1 1 
a — 5 Jm: 9 722; 9 Q22; —991) ti g Un — Yn, Xiz, 412, a MENO 


del fattore D il quale non ha influenza sull’equazione stessa. 
a 


Si ha perciò, dalla (14), 
(16) (— Y2$ + tan + anz) (— yn E F £un + an) = 
TA = (— yn č + Lion + an)? 

Sviluppiamo il prodotto e il quadrato che figurano nella (16), 
e facciamo la posizione 


(h, k) i hu ka — 2 hy kiz +- hy ku; 
essendo h, 4, due sistemi doppi simmetrici. Si trae l’equazione, 
in forza della relazione (3), 


(y, y) 5? + (x, CL dere 2 (a,y) 6 + 2 (a, x) n + (a, a) 


Il luogo descritto dal punto F al variare della direzione 


du, 
attorno a f è quindi una conica. Se essa è a centro, 1 suoi assi 


r 


sono paralleli agli assi coordinati, cioè alle normali N;; se invece 
è una parabola, il suo asse e la tangente al vertice sono paralleli 
alle suddette normali. Il teorema I° è così dimostrato. Chiaremo #, 
questa conica ”). 


1) Se la superficie 2 è immersa in uno spazio lineare S, la conica k, 
ruotata di 90 gradi attorno al centro nel suo piano (o attorno al vertice, se 
è una parabola), diventa il luogo dei punti Q che sono intersezione di due piani 
normali in due punti di 2 infinitamente vicini. Ciò risulta dalla mia ricerca: 
Determinazione di un particolare sistema di normali delle superficie dello spa- 
zio S,. [Atti dell' Ace. di Torino: in corso di stampa]. 


Osservazione. Abbiamo visto che per dimostrare il Teorema I°, 
sì è dovuto supporre che il determinante D non fosse nullo. Nel 
coso opposto, avendosi proporzionalità fra i minori complementari 
degli elementi di due qualunque linee parallele, le (11) ci dicono 

_ "sk duą 
che il punto F non si sposta al variare della direzione A attorno 
di 
a f. Nasce perciò la domanda se questo è un fatto possibile. Che 
lo sia, lo si può vedere coll'esempio seguente, che io devo all'ama- 
bilità del Prof. Vitali. Siano œ, = @;(t) quattro parametri normali 
fra loro ortogonali, e poniamo: 


f = q, sen u + p, cos u, + h; sen Us + p, COS ug. 
Le derivate prime della f rispetto ad w, ws, sono: 
fı = gy COS  — Q sen u, 
Ja = pa COS Ug — p, SEN Ua. 
Quindi: 
Ady = üp = a. Ayo = 0. 
I simboli di Christoffel sono tutti nulli, e quindi le deri- 
vate covarianti f,, coincidono con le du 


Perciò: 
fu = — Gy Sen u, — dą COS My 
Ja — 0 
Jz = — p; Sen U, — p, COS My. 


Le direzioni /;, fa fu, Jæ sono fra loro a due, a due perpen- 
dicolari, come è facile riconoscere, quindi lo spazio 2-tangente della 
superficie considerata è a quattro dimensioni, Indicando a con X, Y 
parametri normali delle direzioni fy, fæ, dovendo essere 


ln = Z, À + Yrs le 
si conclude che si ha: 
Yu = 0, Tio = Yr = 0, Lz = 0. 


Il determinante D è quindi nullo. Si noti che il suo annul- 
larsi non dipende dalla scelta dei parametri X, Y. 


2. Interpretazione geometrica delle normali N}. 


Ora indichiamo con È, 7 le coordinate di un punto del piano 
normale v a 2 riferito alla coppia Nə. Sia F” un punto di y defi- 
nito ponendo 


Ti , pai a du, du, 
0) si a er a. du du, 


Vale il seguente 


Teorema II°: Al variare della direzione L attorno a f, il 
1 


punto F” genera una ellisse che ha per assi due rette parallele alle 
normali Na. 

Dimostrazione: Per la scelta che abbiamo fatto degli assi di 
riferimento nel piano v, vale la relazione 


(18) (2, y) = 0. 

Se surroghiamo nella (17) le derivate covarianti con le loro 
espressioni (6), vediamo subito che le coordinate del punto F” ris- 
petto al sistema N,, sono: 


2, £n du, du. | 227, du, du, 


{10 en is E Dai 
(19) > rad du, 1 2a, du, du, 


Confrontando allora le equazioni (19) con le (11), si vede che 
il luogo del punto F” viene dato dalla equazione (14), ove in questa 


le £e, Ys, 2 siano rimpiazzate dalle x,., y, a... Ricorrendo allora 
alle notazioni (8), (9), (10), e dividendo per 2|a l’equazione stessa, 
in forza della relazione (18), si ottiene 

(4, 4) $* + iz, æ)? + 212, y) € — 2(2,2)n + (2, z) = 0. 

Il punto 7* descrive quindi una conica. Questa conica è una 
ellisse. Infatti, ho dimostrato nel lavoro citato a pagiua 5, che le 
funzioni (8), (9), (10) formano tre sistemi cavarianti doppi. Se quindi 
dividiamo ogni coefficiente della suddetta equazione per a, i nuovi 
coefficienti diventano altrettanti invarianti. Scegliamo allora come 
variabili u;, % quelle per cui 4,;==%;; = 0, e questa scelta la 
possiamo sempre fare, perche, la forma (2) è definita (positiva). Con 
queste variabili risulta x, = x: = 0, e un virtù della (18) y, = 0, 
non potendo essere x,, = 0, perchè in tal caso il determinante (15) 
sarebbe nullo. Per questa ragione anche y, è diverso da zero, 
Abbiamo perciò: 


(2; 2) (y, y) =’ w NUM Yes = A An wi yta > 0. 


3. Superficie minime. 


Per le superficie minime 2 vale il seguente 

Teorema III°: Condizione necessaria e sufficiente affinchè una 
superficie 2 sia minima, è che tl centro della conica k, sia situato 
sulla superficie 1). 

Dimostratione: Sia Ż una superficie minima dello spazio hil- 
bertiano: diciamo a”? gli elementi della forma reciproca della (2). 
Allora le classiche equazioni di Eulero- Lagrange (in numero 
naturalmente infinito) relative alla superficie Ż si possono riassu- 
mere nella sola equazione ?) 


(20) Ila fi 10. 
Ora questa equivale alla sequente: 
(21) Da (x, X F Y, V) =0; 


e poichè X, Y sono parametri liberi, si trae che deve essere sepa- 
ratamente 


(22 ax, =0, Za”y,=0, 
Cioè: 
(23) (a, x) = 0, (a, y) = 0. 


E queste ci dicono che il centro della conica k, è sulla super- 
ficie 2. 

Viceversa, se ciò accade per una superficie 2, valgono le (23), 
che sono equivalenti alle (22). E valida quindi anche la (21), e in- 
fine la (20). La superficie 2 è quindi minima 8). 

Infine dimostriamo che per le superficie minime, le conica #, 
non può essere una parabola. Nel determinante D del numero 2, 
non tutti i minori estratti dalla matrice 


| Wii Tig Tog 
| Yir Yiz Yez 


possono essere tutti nulli; perchè nel caso opposto lo spazio 2-tan- 
gente avrebbe meno di quattro dimensioni. Per fissare le idee si 
supponga non nullo il minore 


1) Diciamo „centro“ perchè verrà dimostrato che nelle superficie Z che 
sono minime, la conica k, non è una parabola. 

3) Cfr. A. Tonolo loc. cit. 4). 

°) Intendiamo con ciò che se f = f(t, u, u,) è l'equazione della super- 
ficie À, la f soddisfa all'equazione (20). 


| Zi Lig 
| Ya Yo 
Se la conica k, fosse una parabola, si dovrebbe avere, ad esempio, 


(1, x) = 0. 
Associando questa identità scritta così: 
Lys Tag — 2 Lig Zig F Le tn = O, 
alle due sequenti 
(24) e y) = 
(25) (a, T) File 
si conclude che deve essere nullo il determinante D. Ora da questo 


determinante si trae: 


| Ay, dy (aa) 


Ty Zia (0, 2) 
Ya Vie (4,4) 
E un forza delle (28) si ha; 


CIRIE 


| Gy Go (a, a) wW, 
| ir Lio 

| j , 

NE 0 | Yii Y12 
Yu Ye 


Il secondo membro è diverso da zero. Il determinante D non 
può quindi essere nullo. 


Invariants projectifs de quatre droites. Com- 
plexes particuliers. Sous-groupes du groupe 
des homographies. 


Par 
M. Bertrand Gambier. 


Professeur a la Faculté des Sciences de Lille. 


1. Invariants projectifs de quatre droites. 


Je rappelle quelques résultats classiques. Soient quatre droites 
T,(i = 0, 1, 2, 3) et leurs coordonnées plückériennes (a;, d;, Ci, li, Mi, 
n;). Je pose 


de | (ik) s= (ki) = a:l, + bimg + n + La, + mb + nc, 
W | A4=(01)(23) B = (02)(31) C== (03)(12) 


Si la droite 7; est définie par les deux points (£; Yi Za Oz) et 
(X, Y;, Z 6,), il est clair que l'on peut prendre 


(2) (i k) == | Li Xi Ty Ag | 


et que, par suite, au cours d'une même transformation homogra- 
phique de lespace, quel que soit le facteur par lequel on multiplie 
les coordonnées, anciennes ou nouvelles, de chaque point séparé- 
ment, les rapports mutuels de 4, B, C restent invariables et con- 
stituent les deux seuls invariants projectifs distincts appartenant 
a ce systeme de 4 droites. Ceci explique pourquoi, bien qu'un sy- 
stème de 4 droites dépende de 16 parametres métriques et que la 
transformation homographique de l’espace dépende de 15 parame- 
tres, il y ait deux (et non une seule) conditions pour pouvoir 
passer d'un premier système (7?) à un second (7,) par une homo- 
graphie, mais que, par compensation, quand ces deux conditions 
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sont remplies, il y ait co! façons d'opérer le passage [dans certains 
cas co? on même oo3]. 

Ecartons le cas où il y a un ou plusieurs couples de droites 
sécantes et même le cas où les droites seraient génératrices d'un 
même stysteme d'une quadrique. Si les deux sécantes communes 
sont distinetes, les rapports anharmoniques découpés par les 7; sur 
ces sécantes sont des invariants projectifs et doivent pouvoir se 
calculer par une équation du second degré dont les coefficients sont 
homogènes en 4, B, C. Il suffit en effet, pour définir les 7;,, de 
choisir les points 


To (Lor Yo: 20 6), (Xo: Yor Zar O0) 
T (trs Yi 215 0) (X,, 71:41, 91) 
Tą (Ro + Mis Yo AH), (Ko AA, KA Yi) 
Ty (x UT; ; Yo F MY.) (At À, letali He) 


Les rapports anharmoniques des points en jeu sont, pour l'ordre 
To T; T, Ts 


| A F À’ 
(4) pi== n) PE << 


Or, on a aisément 
(02) =AX' (01) (03)=pp(01) (12) = (13) = (01) 

(23) = (a — A) (u —N)(01) 
(5) | 4 = (u — A) (w —N)(01)? B=AX°(01)? C= uw (01). 
| he: 4 


L'ćquation annoncée est donc 


(6) Co + (A — B — C)o+B=0. 
Le signe de l'expression 
(7) R = AL B? - C? — 2 BC —2 CA — 2AB 


indique si les deux sécantes communes sont réelles et distinctes 
(R > O), imaginaires conjuguées (2 < 0), confondues en une seule 
droite réelle (R = 0). Si lon appelle (d) et (D) les deux sécantes, 
supposées distinctes, et (po. Pı, P2» Ps) (Po, Pi, Pa, Po) les points de 
rencontre de (d) et (D) avec les 7, il est clair que p et p” se rap- 
portent aux points (p), (Pà pris dans le même ordre que les (77); 
un échange des (T) entre elles ne donne donc que 6 systèmes pour 
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p et p” et l’on voit immédiatement que les ordres 
(8) I TT NT SP ET TT ET TE Ciel TT 


où 7, occupe successivement les rangs 1, 2, 3, 4 donnent les mê- 
mes valeurs 4, B, C, d'où le même système p, p’. Il suffit donc de 
laisser 7, au premier rang et d'effectuer les 6 permutations de 
7, 74 74, ce qui fournit les échanges 


AA 
To TTT, BCA 
TT,T,T, CAB 
(9) TTT, ACB": 
TT, TT, CBA 
TI TT, BAC 


Les échanges (8) s’obtiennent a partir de l’un d’entre eux en échan- 
geant les droites (i, j) entre elles en même temps que les deux 
autres (k, 2) entre elles: nous retrouverons plus loin les échanges 
en question en étudiant les homographies qui transforment en lui- 
même le total des quatre droites. 

On peut, si l'on veut, regarder (4, B, C) comme les coordon- 
nées homogènes d'un point « d'un plan auxiliaire x rapporté à un 
triangle équilatéral comme triangle de référence; on achève de fixer 
les coordonnées en attribuant le système (1, 1, 1) au centre w de 
ce triangle. De la sorte à un système donné de 4 droites corre- 
spondent 6 points, comme l'indique le tableau (9), provenant de 


9 
a áa Tr TRO 
lun deux par rotation de 3 autour de w ou par symétries autour 


des bissectrices du triangle. La région À < 0 correspond à l'inté- 
rieur du cercle inscrit y, À > 0 à l'extérieur. On peut remarquer 
que si B=C, le point (A, B, C) est situé sur un axe de symétrie; 
le rapport o=(pipP: pps) est alors égal à (P,P, P Pa) de sorte 
qu'il y a une homographie conservant 7, et T, mais échangeant 
T, et T, puis (d) et (D); si A= B = C, autrement dit si a coîn- 
cide avec w, chaque division (po pi Po Ps) et (Po Pi Po Ps) est équian- 
harmonique, l’une donnant p = — j, l'autre p' = — ĵ? et l’on peut 
échanger deux quelconques des droites eutre elles, en conser- 
vant les deux autres. 

Etant données 3 droites, 7,, 7,, 74, quel est l’ensemble des 
droites T, telles que (T T, T, 73), dans cet ordre, donnent toujours 
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les deux mèmes invariants, autrement dit le mème point a? Con- 
sidérons les droites (d) et (D): elles doivent d’abord être génératri- 
ces (second système) de la quadrique Q déterminée par 7, 74, 7; 
(premier système); puis, le point inconnu p est sur la génératrice 8 
du premier système correspondant au rapport anharmonique p de 
l'ensemble (0 7, 7, 7,) sur Q; de même P doit être sur la généra- 
trice © correspondant à p': autrement dit, la droite 7° engendre la 
congruence linéaire dont @ et © sont les directrices. Cherchons 
à obtenir 0 et O, étant donnés 4, B,, Co: nous pouvons convenir 
de faire correspondre homographiquement les génératrices du pre- 
mier système de Q et les point de y de façon que 7,, 7,, T, cor- 
respondent respectivement aux points de contact des côtés À — 0, 
B=0, C= 0; les génératrices 9 et © correspondent alors aux 
points de contact avec y des tangentes issues du point (Ao, Ba; Co). 
En effet l'équation AA + uB + vC = Q représente dans le plan +, 
si À, u,v sont des constantes, une droite; mais dans l’espace, cette 
même équation écrite. 


(10) [(23)A4, + (31) ul + (12)v4]a+...=0 


représente un complexe linéaire: pour que ce complexe linéaire 
contienne la congruence linéaire relative au point (45, Bo, Co) il 
faut que l’on ait 


(11) NA uB, + vC =0. 


Si l'on désire ensuite que ce complexe soit spécial, il faut que 
les coefficients du complexe (10) satisfassent à la relation classique 


(12) 2[(23A4, + B1)u/, +(12)v2;][(23)A a, + (31)ua, +-(12)va;]}= 0 


qui. après développement et suppression du facteur (23)(31)(12), 
devient 


(Z uv+ vi +Au=0. 


Or c'est l'équation tangentielle de la conique y, de sorte 
que les complexes spéciaux eu jeu sont bien représentés par les 
tangentes issues de (4,, Bo, Co) à y; le point de contact d'une de 
ces tangentes avec y représente une génératrice de Q qui est l'axe 
de ce complexe spécial. 

Ceci montre bien encore que sì T est tangente à la quadrique ©, 
les deux droites (d) et (D) se confondent, p = p’, et (A, B, ©) vient 
sur -y; à un point a de y correspond donc la congruence singulière 
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dont les deux directrices sont confondues avec la génératrice qui, 
(dans cette correspondance supplémentaire introduite plus haut uni- 
quement entre y et Q), a pour image ce point a, les droites de la 
congruence singulières étant de plus tangentes à Q. 


2. Définition et étude de certains complexes particuliers, 


Si done on considère une courbe / quelconque du plan x, 
à chaque point u de / correspond une congruence linéaire (g); 
donc à / correspoydent co! congruences linéaires, donc un com- 
plexe C de nature très particulière; on peut dire que la courbe /”, 
polaire réciproque de / vis-à-vis du cercle y, sert, par ses tangen- 
tes, à établir une correspondance entre deux points de y ou entre 
deux génératrices de Q, directrices de la congruence linéaire (g). 

Si deux courbes /, [, sont étudiées ensemble, leurs points 
d’intersection donnent les congruences linéaires communes aux com- 
plexes linéaires C et C, correspondants. Si / et /, sont tangentes 
en un point u, à ce point u correspond une congruence linéaire 
(g) suivant laquelle C et C, se raccordent; autrement dit, pour 
toute droite D, prise dans (g), et pour un point M quelconque de 
D, les deux cônes de sommet M relatifs à C et C, ont 1) pour 
génératrice de contact; donc toute tangente à / représente le com- 
plexe linéaire tangent à C tout le long de la congruence linéaire 
correspondant au point de contact; c'est d’ailleurs pour cela que le 
cercle y représente non pas seulement la demi-quadrique Q, mais 
le complexe spécial formé de toutes les tangentes à Q. 

On obtient aisément l'ordre r du complexe C, quand / est 
une courbe algébrique; car, pour tout point M pris sur Q, le cône 
du complexe, qui a M pour sommet, se décompose en r plans s'ap- 
puyant sur les génératrices du premier système correspondant à celle 
G, du premier système aussi, issue de M sur Q. Si donc on mène 
la tangente à y au point g correspondant à G, cette tangente perce 
[ en divers points P,, P.,... et chaque tangente nouvelle à y issue 
de P,, ou P,,... donne une génératrice de Q associée à G, de sorte 
que r est égal au degré de / ou à la classe de [", polaire réci- 
proque de / par rapport à y; comme chaque tangente à /” perce 
y en deux points g, g,, il peut arriver que sur y la correspondance 
entre les points g.g, soit symétrique, ou dissymétrique; dans le 
premier cas, si à g correspondent r points g}, la classe de /” et 
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le degré de C sont égaux à r; dans le second, à un point de y 
considéré comme point g correspondent p points g, et à un point 
considéré comme g, correspondent p, points g: la classe de / et 
le degré de C sont égaux alors à p + py. 


3. Homographies transformant le système (7?) en le système 
(7) de mêmes invariants. 


Soient deux espaces £°, Æ se correspondant homographique- 
ment; une quadrique Q° du premier a pour homologue une qua- 
drique Q du second; si l’on connaît la correspondance ponctuelle 
entre Q, et Q, on obtient immédiatement l’homologue de Mo M° 
étant un point quelconque de £°; car une droite arbitraire issue 
de M° perce Q° en u”, v°; on marque sur Q les homologues uv; 
une autre sécante issue de M? conduit de meme à une antre droite 
portant M. Le construction ainsi présentée réussit en remplaçant 
0° et Q par deux surfaces homologues coupées par une droite au 
moins en deux points; l’emploi de quadriques est avantageux, parce 
qu'elles sont doublement réglées: les génératrices d'un systeme de 
Q? ont pour homologues les génératrices d'un systeme de Q et il 
suffit de donner 3 couples homologues pour définir cette correspon- 
dance; de même pour la correspondance entre les génératrices de 
l’autre système. 

Cela posé soient deux systèmes de droites (7°, 74, 79, T9) et 
(T, Tis 74, 7,) se correspondant dans cet ordre, de telle façon que 
les invariants soient égaux; supposons d'abord les deux sécantes 
(d°), (2°) distinctes (réelles ou non, peu importe); (d), (D) sont elles 
aussi distinctes; construisons les quadriques 0°, Q déterminées par 
(7%, 73, 18) ou (74, 74, To); (do), (D°) appartiennent à @*, (d), (D) 
a Q, dans le second système de génératrices; en faisant correspon- 
dre homographiquement les génératrices du premier systeme dans 
Q° et Q, avec les couples homologues (79, 74), (73 74), (13, 73), 
puis celles du second avec les deux couples (d°, d) et (D°, D), il 
n'y a plus qu'un paramètre arbitraire, c'est celui qui fixe la géné- 
ratrice 6 du second système de Q homologue d'une génératrice fixe 
ô du second système de Q°; et alors il est clair que p, p” étant les 
mêmes sur (d°, d) et (D°, D), la droite 7° a pour homologue T: les 
opérations décrites ici ont évidemment un Caractère nécessaire et 
la construction même prouve leur caractere suffisant. 


Si le point (4, B, C) correspondant à la fois aux deux syste- 
mes (7%), 7,) est sur le cercle y, il y a des précautions à prendre 
avant d'affirmer que le passage est possible; la droite 7° est ou bien 
simplement tangente à la quadrique Q déterminée par Ti, 7, 73 
ou bien elle est elle aussi génératrice de Q, et de même système 
que 71, 74, 74. Pour 7° et Q°, il y a les deux hypothèses analo- 
gues; pour que le passage soit possible, il est nécessaire (et suffi- 
sant) que l'hypothèse réalisée soit la meme de part et dautre; si 
T est génératrice de Q, mais non 7° de 4, le passage est impos- 
sible, bien que les invariants soient les mêmes. Ceci explique l’exi- 
stence sur les complexes C, définis précédemment, de droites sin- 
gulières: en effet la courbe / définie comme image de C perce y 
en divers points; à l’un d'eux, g, correspond la congruence linéaire 
singulière des tangentes à Q le long de la génératrice G; les droites 
de cette congruence, G exclue, ont, en général, les propriétés qui 
ont servi à définir le complexe C; quant à G, qui appartient à la 
congruence, donc à C; elle ne possède pas ces propriétés. 

Si 7° et T appartiennent toutes deux l’une à @°, l'autre à ©, 
l'autre à Q, le passage du système (77) au système (7) est possible 
par oo3 (et non plus co!) homographies: on peut, en effet, disposer 
librement de l’homographie associant sur Q° et Q les génératrices 
du second système. 

Reste enfin le cas où 7° et T sont simplement tangentes à $” 
ou 4; prenons un point A’ fixe de 7° et faisons lui correspondre — 
c'est là l'unique paramètre qui va jouer — un point A arbitraire 
de 7; l'homographie des espaces E° et E ou baignent Q° et Q se 
trouve définie, car M° étant un point de E°, joignons le à 4: la 
droite ainsi obtenue perce Q° en w’, v°; les génératrices du premier 
système issues de w, x°, soient U” et V° sont connues et ont pour 
homologues U et V sur Q; A n’étant pas sur Q n’est ni sur U ni 
sur V de sorte que par A passe une droite et une seule s’appuy- 
ant sur U, V, perçant Q en u,v; le point M est sur Auv et le 
birapport (AMuv) est égal à (A°-M°u°y°) ce qui acheve de déter- 
miner M (remarquons que ce genre de raisonnement aurait réussi 
pour le premier cas). 

Il y a lieu, pour être complet, d'envisager le cas où T coupe 
T,, sans être tangente à la quadrique Q déterminée par 7, 73, Ts; 
ona A==0, B + C; l'équation formée au n°1, 
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(1) Cp + (4— B — 0p +B=0 


dont depend la recherche des sócantes communes aux quatre droi- 
tes, admet la racine p=|1 comme racine simple; pour le système 
(T?) qui a les mêmes invariants, l’équation A=0 prouve que: ou 
bien 74 et 7° se coupent, ou bien 7% et 73 se coupent; si 7° et 
T° se coupent on passe par oo! homographies du systeme (T 74 7, 73) 


a (T° T? 74 73) par les mêmes raisonnements que précédemment; 
mais il y a cette différence avec ce qui précède que les passages de 


TT popolana PT I TT 
eZ à PTE 


par homographie, dans cet ordre, ne sont plus possibles, comme 
dans le cas général; seuls sont restés possibles les passages 


0 0 0 0 
Ne giri à TT, T, Ty. 
Le point (A, B, C) a été placé sur le côté A — O0 sans coïncider 
avec le point de contact de ce côté avec y; si on le place au point 
de contact, A = 0, B = C, léquation (1) admet la racine double 
p = 1; supposons que 7% rencontre 7° (et de même (7, et 7); 7° 
est tangente à (),, supposons la distincte de 7? et de l'autre géné- 
ratrice de Q° issue du point commun à 7° et 7%; si T satisfait 
aux mêmes restrictions, le passage se fait par oo! homographies, 
avec les mêmes constructions que précédemment; si 7° coïncide 
avec T}, il faut qu'il en soit de même pour T et 7, (si non il 
y aurait impossibilité) et il y a oo$ homographies; si 7° coïncide 
avec la génératrice de système opposé, il faut qu'il en soit de même 
pour 7, et alors il y a oo? homographies. 

On doit remarquer d’ailleurs que tous les complexes C définis 
plus hant contiennent comme droites singulières toutes les droites 
sappuyant sur 7,, 74, T;: on a, en effet, pour chacune d'elles 
A = B = C = Q, mais alors ce systeme (4, B, C) ne correspond 
plus à un point du plan +. | 

On peut remarquer qu'au lieu de prendre une demi-quadrique 
Q pour établir une correspondance entre ses génératrices par cou- 
ples, on pourrait faire la même opération pour une surface réglée 
arbitraire 2: on aurait donc un complexe C encore décomposable 
en co! congruences linéaires et l'on pourrait donner encore une 
Rocznik Pol. Tow. Matem.T. VIII. 2 
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image de ce complexe en coupant 2 par un plan arbitraire et fai- 
sant correspondre à chaque génératrice de 2 son pied sur la courbe 
y ainsi obtenue (ou bien remplacer ensuite y par une transformée 
birationnelle y’). 


4. Sous-groupes du groupe des homographies. 


Dans ce qui précède rien ne suppose que les espaces E’, E 
soient distincts; s'ils sont confondus, on pourra obtenir des résultats 
intéressants en cherchant les points doubles, ou en cherchant des 
sous-groupes du groupe des homographies. 

Si nous considérons 3 droites 7,, 7,, 7, que nous supposons 
sans point commun deux à deux, il y a co homographies échan- 
geant chaque droite, dans son ensemble, avec elle-mème; dans cha- 
cune de ces homographies isolées, la quadrique Q déterminée par 
T,, 74, Tx se conserve et il y a deux génératrices du second sy- 
stème qui se conservent chacune point pour point, de sorte que 
nous obtenons une homographie biaxiale. Les homographies en jeu 
forment un sous-groupe finì continu du groupe général des homo- 
graphies. 

On obtient d’autres sous-groupes en supposant que 74, Do, Ta 
s'échangent, ou circulairement, ou d'une façon quelconque; on a en- 
core des sous-groùpes à 3 paramètres; d’ailleurs si on considere la 
quadrique Q portant 7, 74, 7, cela revient au fond à cataloguer 
les homographies conservant, dans son ensemble, chaque système 
de génératrices; dans une de ces homographies, il y a deux géné- 
ratrices de chaque système dont chacune, dans son ensemble, reste 
fixe, et on obtient ainsi quatre points invariants dans l'homographie. 

Revenons au cas de quatre droites T 7, 7, 7, que nous sup- 
posons sans point commun deux à deux et qui possédent deux sé- 
cantes communes (d) et (D) (et deux seulement), distinctes. Les oc? 
homographies h conservant chacune dans son ensemble sont les 
homographies biaxiales d’axes (d) et (D); (d) et (D) sont conservées 
point pour point; toute droite de la congruence linéaire d'axes (d), 
(D) est conservée dans son ensemble, ainsi que toute surface réglée 
de cette congruence. On a un groupe à 1 paramètre. 

Il y a co! homographies H, qui, cette fois ne forment plus 
un groupe, produisant l’échange 
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(1) CR, Te I) By Bet: A: 


Marquons sur (d) les points où elle rencontre les droites (7), soient 
D, Pi, Pa, Ps, et de même P, Pi, P;, Ps sur (D); chacune des ho- 
mographies en jeu échange (d) en elle-même et sur (d) échange p 
et pı, p, et ps, de sorte que la trace des ces oo! homographies sur 
(d) est la meme: c'est l’involution, relative A cette droite, définie 
par les couples (pp) et (p; ps); soient è, j les points doubles de 
cette involution et /, J les points analogues sur (D); chaque point 
i, j, I, J reste invariable dans les co! homographies en jeu. On peut 
remarquer que le couple (7, 74), ainsi que le couple (7,, 7,), est 
conjugué par rapport aux quadriques du faisceau linéaire (ponctuel 
aussi bien que tangentiel) contenant le quadrilatère gauche i/j4J; 
soit q une quadrique de ce faisceau, c l'un des complexes linéaires 
contenant la congruence linéaire (d), (D); deux transformations dua- 
listiques successives, l’une par rapport à q, l'autre à c (ou dans 
l'ordre inverse) équivalent à l’une des transformations homographi- 
ques qui nous occupe en ce moment; réciproquement toute trans- 
formation homographique de ce système est de co! façons décom- 
posable en une telle chaîne de deux dualités, le premier élément 
de la chaîne pouvant être choisi arbitrairement (ou le second) et 
déterminant l’autre. 

On peut de même considérer les co! homographies H’ pro- 
duisant l'échange 
(2) ATOM (ANA TUE 


avec le couple (è, j) sur (d), (1', J’) sur (D) et enfin considérer 
les co! homographies H” relatives à l'échange 


(3) MESSE, se TN TT D) 


et les couples (è, 7”), (I”, J”). 
Jl est clair que la composition des operations A, H, H’, H” 
conduit aux égalités symboliques 


BESSER E ZH pati HH — HO 


qu’il ne faut pas prendre au sens étroit, car chaque membre a une 
infinité de déterminations: cela signifie, par exemple pour la pre- 
miere, qu'une opération H répétée deux fois est une certaine 
opération h; on pourrait d'ailleurs écrire H H = h, en composant 
une opération H avec une opération H différente. En tous cas 

ge 
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les opérations h forment un groupe et il en est de même de l’en- 
semble des opérations h, H, H', H”: ce dernier groupe est celui 
des homographies qui conservent le bloc des quatre droites. 
Considérons maintenant les systemes ij? j” et 1J1"J": ayan 
le mème rapport anharmonique (— 1), ils déterminent sur (d) et (D) 
deux divisions en homographie; I” est l'homologue, dans ce cas, 
de l'un des deux points ż”, j” et nous pouvons choisir les notations 
de façon que è” et I” se correspondent; de la sorte nous obtenons 
trois couples remarquables de génératrices d'un même système d'une 
quadrique 9, en joignant les points correspondants 
joigé je j" 


© NSE 


et sur cette quadrique 9, chacun des 3 couples de génératrices (i I, j J) 
divise harmoniquement les deux autres. On a des quadriques ana- 
logues par les associations 


| 4 2 j 4 Jy 4 A S i à 3 2 J i!’ 16 
(9) FTRT USKA (6) TII LR I” 
i j M 7 2!’ pe 
7) 
( ) JIJ II" J" 


qui sont les seules possibles ici en tenant compte de ce que le 
couple (IJ) par exemple, dans son ensemble, a pour homologue 
nécessairement (è j), puis, que si l’on permute les points d'un même 
couple en seconde ligne, il faut aussi permuter l’un des deux autres 
couples (et un seul; tout cela se vérifie aussitôt en prenant 0, oo, 
1, — 1, à, —ż pour abscisses des points 2, j, t, j", 0, 7”). 

Or si nous considérons le tableau (4), nous voyons que l'in- 
volution biaxiale d'axes ¿I et jJ permute T et 7,, 7, et 73, 
4 I et jJ’, i I” et j”J”, et conserve la quadrique 9, dans son 
ensemble, l'homographie sur les génératrices du système ż I étant 
une involution, dont ż / et j J sont les génératrices doubles. Mais 
alors nous avons découvert un sous-groupe fini discontinu du groupe 
des homographies: à savoir les 3 involutions biaxiales dont les axes 
sont donnés successivement par les colonnes du tableau (4); les 
tableaux (5), (6), (7) conduisent è des remarques semblables. Nous 
avons ainsì obtenu, et d'une fagon nécessaire, pour quatre droites, 
qui ont deux sécantes communes distinctes et qui ne comprennent 
aucun couple de droites sécantes: 
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a) un groupe fini continu d'homographies conservant chaque 
droite; 

b) un groupe fini continu d'homographies conservant le bloc 
des quatre droites; 

c) six involutions biaxiales conservant le bloc. en échangeant, 
par couples, les quatre droites [l'échange de T et T, donne l’invo- 
lution (2 /, jJ) ou l'involution (iJ, j I)]; ces six involutions peu- 
vent être réparties en 4 groupes ternaires fournis par les tableaux 
(4), (5), (6), (7); (a chacun de ces groupes ternaires on doit en réa- 
lité adjoindre la transformation identique). 


5. Groupe ternaire-tétraèdre, Groupe ternaire-quadrique. 


Jusqu'ici le groupe des homographies n'a été étudié, au point 
de vue de ses sous-groupes, que partiellement, les géomètres, sur- 
tout pour les sous-groupes discontinus, n’ont guere déterminé que 
les sous-groupes du groupe des déplacements (avec bien entendu 
le transformé, par une transformation homographique arbitraire, 
d'un tel sous-groupe). Les sous-groupes ainsi obtenus reviennent 
à chercher ceux qui doivent transformer une sphère (quadrique 
à génératrices imaginaires) en elle-même. Il y a lieu d’étendre, 
avec les modifications convenables dues au souci de la réalité, ces 
résultats au cas où une quadrique à génératrices réelles doit rester 
invariante, dans son ensemble, par le sous-groupe cherché. 

Je signale un sous-groupe évident; pour une quadrique inva- 
riante, si on appelle A, u les paramètres des génératrices, l'homo- 
graphie de l'espace est, comme nous lavons vu, parfaitement ca- 
ractérisée par sa trace sur la quadrique et cette trace revient à l’en- 
semble de deux homographies séparées sur la variable À et sur la 
variable u, de sorte que l’on écrit soit 


, AA +b UA Ban 
©) ed ee en ACE 
soit 
(2) = SH EB PER mzk! 

cud c'À + d’ 


Or on sait trouver une substitution (A, À’) réelle qui, itérée 
p fois, conduise à la substitution identique; il suffit de prendre sur 


b 


un cercle le point de parametre 1= tg5, p étant l'angle au cen- 
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tre compris entre un rayon fixe et le rayon passant par le point 
| l 2 i ' 
mobile, puis de prendre g= Pehlin et A = tg 5: en faisant 


l'opération semblable sur u, avec un entier qg égal ou non a p, la 
substitution (A, u; À’, u’) donne évidemment un sous-groupe discon- 
tinu des homographies. La quadrique étant a génératrices réelles, 
on a une transformation réelle. Je me borne à ces indications ra- 
pides pour revenir au sujet de ce travail. 

Nous avons défini l'involution biaxiale; c'est une transforma- 
tion réelle si les deux axes sont réels ou imaginaires conjugués. 
Comment doit-on prendre trois involutions biaxiales pour obtenir 
un groupe ternaire I, I”, I”, ce qui se traduira par les égalités 
symboliques 


(3) I PE ra ZN fu PERTE 


Remarquons que cela entrainera en multipliant, a droite, la der- 
nière égalité par I’ 
(4) EM Re 


de sorte que la composition de deux opérations est réciproque. On 
peut écrire, en multipliant la dernière égalité, à gauche, par T’, 


(5) Te ppob epidunes op 


done, puisque 1’ =(I')"', la transformée de I par I” n'est autre 
que I; or les deux axes de I, à savoir A et B deviennent, si on 
transforme l’opération I par I’ deux droites A, B; d'après l'égalité 
(5), ces deux droites A, B doivent coïncider (dans leur ensemble) 
avec A, B; il y a donc deux cas à séparer: soit A = Á, B=B, 
soit A = B, B = A. Dans le premier, A, devant se conserver, ren- 
contre les axes 4’ et B' de I”, et pour la même raison B les ren- 
contre; la figure À 4’ BB’ est un quadrilatère gauche qui, réuni 
a ses diagonales, donne un tétraedre; une transformation homogra- 
phique transforme ce tétraèdre en un trièdre de coordonnées rec- 
tangulaires joint au plan de l'infini et nous retrouvons cette circon- 
stance bien connue que la symétrie (0x) composée avec la symétrie 
(0y) fournit la symétrie (02); car, si les axes A, B sont devenus 
Ox et la droite à l'infini du plan y Oz, l’involution biaxiale (4, B) 
devient la symetrie Ox. Donc nous avons trouvé le groupe ter- 
naire-tétraedre: les 3 involutions biaxiales se rapportent aux 
3 couples d’arêtes opposées. Dans le second cas, l'involution bia- 
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xiale I’ transforme 4 en B, de sorte que (A, B) et (A, B') sont 
sur une même quadrique et se partagent harmoniquement: mais 
alors nous retrouvons la disposition trouvée directement en étudiant 
un groupe de 4 droites: la troisième involution a pour axes le 
couple (A”, B”) qui partage harmoniquement les deux premiers; 
on sait que sur 3 tels couples, il ne peut y en avoir que deux 
réels (ou zéro); si on suppose (4, B) et (4”, B’) réels, le couple 
(4°, B”) est imaginaire conjugué, de sorte que l’involution biaxiale 
I” est une transformation réelle, chose d’ailleurs évidente à priori 
puisqu'elle est la résultante des opérations réelles / et T. 

Supposons donc que nous ayons nos quatre droites réelles 
T, 74, 74, T, avec les mêmes restrictions et que les sécantes (d), 
(D) soient réelles, on peut prendre les notations de sorte que sur 
(d) l’ordre des points de rencontre des points avec les 7; soit ju- 
stement p, Pi Ps Ps; les points appelés è, j divisant harmoniquement 
(Po P+) et (ps ps) sont réels; de même ż”,j” qui divisent harmoni- 
quement p, ps et p, ps; mais è, sont imaginaires conjugués. Sur 
(D), si les segments P, P, et P, P, empietent l'un sur l’autre, nous 
aurons 3 transformations involutivec successives réelles dans chacun 
des quatre groupes ternaires indiqués au numéro précédent [for- 
mules (4), (5), (6), (7)], parce que I’ et J’ aussi seront imaginaires 
conjugués. Mais si cela n'arrive pas, supposons (I, J) imaginaires 
conjugués, nous voyons que dans chacun des quatre groupes ter- 
uaires, il y a une seule involution biaxiale réelle, les deux autres 
étant imaginaires conjuguées, l’involution réelle correspondant a (ż” I”, 
j” J”) ou (i J”, j” I”) et ayant ses axes réels. 

Si maintenant (d) et (D) sont imaginaires conjuguées, comme 
le couple (i7) est formé de deux points imaginaires ayant pour 
conjugués le total (ZJ), de même (è j') et (I' J’), et (i j^) et (1° J'') 
on peut choisir les notations de sorte que à, j, è’, j” aient pour con- 
jugués respectifs 2, J, I" J’; ce choix fixe I” car le birapport 
(iji i”) doit égaler (ZJ I’ I”); dans ce cas on voit que les droites 
il, jJ, è I’, jj J” sont réelles, done I” est le conjugué de ĵj”, et 
J” celui de į”; on voit alors que les combinaisons (4), (5), (6) du 
numéro précédent donnent chacune un groupe ternaire de 3 invo- 
lutions réelles, dont deux ont leurs axes réels, mais la combinaison 
(7) fournit 3 involutions réelles à axes tous imaginaires. 
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6. Etude du cas spécial où les sécantes communes aux quatre 
droites sont confondues en une seule. 


T, Ti, 74, 73 sont encore supposées ne coutenir aucun couple 
sécant; nous tragons l’unique sécante commune (D) qui coupe les 
droites en P,, Pi, Pa, Ps; si nous considérons, comme plus haut, 
une homographie H qui échange T avec 7,, et T, avec 7,, (il 
y en a col), la trace de cette homographie sur (D) est l’involution 
définie par les couples (Pi, P,) et (P, P); appelons Z, J les points 
doubles de cette involution; considérons la quadrique Q admettant 
pour génératrices du premier système 7, 7,, T, et la quadrique Q’ 
analogue relative à 7,, 7, 73; H échange Q en Q’, les génératrices 
du premier système se correspondant, ces deux quadriques ont, de 
de plus, D comme génératrice commune, du second système, et se 
raccordent, par hypothèse en 7, Ti, 72, Tą, done tout du long de 
D; leur intersection se complète par deux génératrices du premier 
système et ces génératrices À, B passent par / et J respectivement, 
de sorte que À se conserve dans toutes ces homographies H, ainsi 
que B!). Parmi ces homographies H (qui ne sont pas biaxiales, car 
A se conserve, mais simplement dans son ensemble), il y a l'uni- 
que involution biaxiale d'axes A et B; l’homographie générale H 
s'obtient en prenant: un point a de A considérée comme apparte- 
nant à Q et choisissant arbitrairement son homologue a’ (sur 4). 
On peut alors considérer les co! homographies H’, ou H” comme 
plus haut, et les oo! homographies h. Les homographies h forment 
encore un groupe; de même l’ensemble k, H, H’, H”. Nous avons 
pour H’ les points /”,J” de (D) et pour H” les points I”, J”, 
avec les droites correspondantes 4, B’, A”, B”. Les trois involu- 
tions biaxiales (A, B), (4, B'), (4”, B”) forment un groupe ternaire; 
les quatre droites ne donnent plus qu'un tel groupe, au lieu de 
quatre; c'est facile à comprendre en nous reportant au cas général 
et faisant tendre (d) vers (D), quand les deux sécantes sont distinc- 
tes; on choisit les notations de façon que chaque point à, j, ży”, 


1) A la rigueur la raisonement n'ecarte pas lobjection suivante: les gene- 
ratrices communes 4 et B, au lieu de se conserver chacune, ne pourraient-elles- 
pas s'ćchanger? Or on peut concevoir le cas étudié ici comme limite du cas 
où les sécantes (d) et (D) sont voisines, or dans ce cas les quadriques Q et Q’ 
existent encore, et leur intersection se complete par 2 Z et j J, i I se correspon- 
dant à elle-même, et j J aussi a elle-même. 
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i’, j' tende respectivement vers 1, J, I’ J’ I", J”; alors iI tend 
vers A, et le tableau (4), du numéro 4, nous donne à la limite le 
groupe ternaire trouvé ici; mais chaque tableau (5), (6), (7) ne nous 
donne plus rien, car il fait intervenir une involution biaxiale dont 
les deux axes tendent à se confondre, de sorte que tout point de 
l’espace a son homologue sur l'axe unique et qu'inversement tout 
point de cet axe a son homologue indéterminé. 


7. Etude du cas où les droites T, 7,, T, £, sont génératrices, 
d’un mème système, d’une quadrique. 


Le raisonnement du numéro 4 est basé uniquement sur l’exi- 
stence de deux sécantes communes distinctes; ici nous pourrons 
prendre deux génératrices quelconque (d), (D) du second système 
de la quadrique Q qui contient les droites (7). Les points i. 7, è j’, 
i’, j” étant déterminés, les génératrices du premier systeme qui en 
partent donnent les points I, J, 1°, J’ I*,J" sur (D); nous avons 
encore les 6 involutions biaxiales indiquées plus haut et leur asso- 
ciation en trois groupes ternaires; mais cette fois, il y a deux pa- 
ramètres arbitraires à savoir le choix de (d) et celui de (D); les droi- 
tes ¿I et jJ qui constituent un couple d’axes associés, ainsi que 
i I', j J ou è" I", jJ” sont indépendantes du choix de ces deux 
parametres et donnent un groupe ternaire toujours le même; mais 
iJ est l’une quelconque des droites de la congruence linéaire qui est 
déterminée par les deux génératrices de Q, i I et j J, de sorte que les 
groupes ternaires (5), (6), (7) indiqués au numéro 4, dépendent ef- 
fectivement de ces deux paramètres: on remarquera que, dana 
chaque groupe ternaire, il y a une involution biaxiale indépen- 
dante du choix des deux paramètres qui fixent ce groupe ternaire. 

Mais ici nous trouvons en outre oo3 groupes ternaires-tétrae- 
dre échangeant les droites entre elles. D’abord si nous considérons 
une droite arbitraire T et ses transformées par rapport aux invo- 
lutions d'un meme groupe ternaire-tétraèdre, il est bien clair que 
nous obtenons quatre génératrices d’un même systeme d’une qua- 
drique. D’après les principes de la théorie des groupes, il suffit de 
raisonner sur un système d'axes rectangulaires Oxyz, auquel on 
a adjoint le plan de l'infini de façon à avoir le tetraedre utilisé 
pour le groupe ternaire; la proposition est alora évidente; cette con- 
dition que les droites soient sur une même quadrique est done né- 
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cessaire pour qu'elles s'échangent par les opérations d’un groupe 
ternaire-tétraèdre; elle est d’ailleurs suffisante. Remarquons en effet 
que si on se donne le trièdre trirectangle Oxyz et une droite 7°, 
puis les symétriques 779, T$, 73 de T° par rapport a Ox, Oy, Oz, 
puis les symétriques 0°, O, 6%, O; des 7? par rapport à O, nous 
avons 8 droites d’une mème quadrique, 4 dans un système, 4 dans 
l'autre, avec le mème rapport anharmonique dans chaque système; 
la donnée des seules 8 droites 77, O? permet de reconstituer. les 4 
faces du tétraèdre (Oxyz co), car chaque droite 7; perce les qua- 
tre droites ©? eu un total de 4 points et les 16 points obtenus 
sont répartis par groupes de 4 dans les faces du tétraedre. Cela 
posé, soient quatre droites 7, 7,, Ta, T, génératrices d'un même 
systeme d’une quadrique @; prenons arbitrairement trois génératri- 
ces ©, 6,, O, du système opposé et prenons le génératrice ©, dé- 
terminée, d'une façon unique, par l’égalité des birapports (7 7, 7, 73), 
(© ©, ©, 6;). Le système T, 7,, 74, 7, donne lieu, par ses inva- 
riants, au point (4, B, C) qui, comme il a été expliqué au numéro 
I, est sur le cerle y; nous pouvons construire, dans le système 
rectangulaire Oxyz une droite 7°, qui jointe à ses symétriques 
relativement à Ox, Oy, Oz, donne le même point (A, B, C). La 
quadrique @, portant ces droites (7?) et les droites ©? définies 
comme symétriques relativement à O est transformable homogra- 
phiquement en Q de sorte que les (7°) et (7%) d'une part, les (O, 
et (O?) se correspondent: mais alors les axes Oz, Oy, Oz et les 
droites a l'infini de y O 2, z0x, 20y deviennent les arêtes du tétrae- 
dre donnant les échanges du système (7) en lui-même. -On a ainsi 
oo3 groupes ternaires-tétraèdres échangeant (7°) en lui-même. Tout 
revient à montrer que l’on peut réaliser effectivement le même 
point (4, B, C) avec les (77); pour cela érivous les coordonnées 
plückériennes 


7 —a —b -~c Il —m ~n 

| T? — a b c — | m n 

(1) Z? a —b c l —m n: 
78 a b — c l m —n 


On obtient aussitot, en se rappelant al + bm + cn = Q, 

(2) „WEG B =16b*m+* C= 16 c3 n2. 

Ces équations montrent que l’on a co? choix possibles pour la 
droite 7°. 
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Nous pouvons maintenant faire une remarque intéressante: 
les quatre droites T, Ti, T}, T, appartenant à une même quadrique 
Q, nous savons qu’il y a oo$ homographies échangeant chaque droite 
(dans son ensemble) avec elle-même et aussi oo$ échangeant T 
avec 7,, 74 avec 7,: dans chacune de ces dernières homographies 
les génératrices de Q qui divisent harmoniquement (T 7,) et (Ta 73) 
restent invariantes chacune dans son ensemble: nous avons rencon- 
tré ces droites U, V plus haut, ainsi que les couples analogues 
U’, V’ et U”, V” obtenus en associant T à 7, ou 7,. Nous avons 
vu que les involutions (U, V), (U' V'), (U”, V”) forment un groupe 
quadrique, isolé, échangeant le bloc (7;) en lui-même. Nous avons 
ensuite rencontré co? groupes ternaires-quadriques échangeant aussi 
les (7) en bloc: il y en a 3 séries; dans l’une des séries, les axes 
(U, V) sont fixes et les axes des 2 autres involutions engendrent 
la congruence linéaire ( U’, V’) ou (U”, V”); propriétés analogues 
pour les deux autres séries. Si nous considérons ensuite les grou- 
pes ternaires-tótraedre en nombre co, nous constatons encore que 
les axes de chaque involution rencontrent l'un (U, V) l'autre (U' V’), 
l’autre (U” V”): on le voit immédiatement en supposant que Q se 
réduit à un hyperboloïde de révolution autour de Oz ayant O pour 
centre, 7° étant une génératrice quelconque; de la sorte U et V ont 
leur pied sur Oz, U’ et V’ sur Oy; U” et V” ont leur pied re- 
joté à l'infini aux points cycliques du plan xO y. Nous avons ainsi 
découvert toutes les involutions biaxiales (en nombra oo?) échan- 
geant les (7;) entre elles es toutes les façons de les associer en 
groupes ternaires. 


8. Equations réduites des transformations formant 
un groupe ternaire. 


Pour le groupe ternaire tétraèdre nous avons les équations 


PA ULE O lp 
(1) .X==2 Y= vy Z=—e Ti=i 
Mi Le, Y=—y m è Ti 


obtenues précisément en choisissant le tótraedre en jeu comme té- 
traedre de référence. 

Pour le groupe ternaire-quadrique, nous pouvons prendre 
l’équation de la quadrique Q sous la forme 
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(2) Q zi—yz= 0 


puisque, au point de vue projectif, il ny a qu’une quadrique (sans 
point double); nous pouvons supposer aussi que les axes des invo- 
lutions I et I’ sont 


Ea I 


(3) | rE 21), a SA S) 


car, au point de vue projectif toujours, il n'y a, sur une quadrique, 
qu'un seul systeme de 4 génératrices se divisant harmoniquement; 
l'involution I” s'obtient immédiatement en remarquant que les axes 
de /, I’ appartiennent au système 


(4) SL N 


où À est une constante qui a pour valeurs: 


(5) 0, œ, 1, —1 

pour les axes de / et /’; pour I” on trouve donc à = —1 et 
— i, d’où 

(6) I” (r=iy, ae=tt), (a=— ty zu — it) 


On trouve sans difficulté les équations des involutions : 


| Lot Mr, ll mue. titi 
I' zamień, AM 2 Zi; l — 


(7) 
| Ia iaz:oabdle=@beZ2a=- 6, Mi 


On constate alors qu'une droite T (a, b. c, l, m, n) a les transformées 


T a b c l m n 
T, —a b —c —ł m —n 
(8) NT ET, le 
| E l m c d M) n 
et l’on a 
(9) | VA=4bm VB = — a? +b —2cen— lp m? 


Ve = apb y 2cn Li + m? 
d’où 
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| VC+-/B [A = 2(b + m)? 

VC+VB — [A =2(b — m)? 

| /C— VB VA =2(a— 1} 
VC—VB — VA = 2[(a +1} + 4cn] 


de sorte que le signe de 43 B? + C? — 2 BC — 2C A — 2 AB 
est celui de (a+)? + 4cn. On remarque qu’une droite T, excep- 
tionnelle parce qu’elle rencontre les axes de l’une des involutions, 
ne donne qu’une transformée par l’ensemble du groupe: par exem- 
ple les droites qui rencontrent les axes de / vérifient b= m = 0 
et coïncident avec leur transformée par /; mais alors les transfor- 
mées par l’ et I” coïncident, car Popération Į” équivaut à Popé- 
ration (I 1’); de même les droites recontrant les axes de I’ véri- 
fient les relations a — l = 0, b + m = 0 et celles qui rencontrent 
les axes de I” vérifient a — l = 0, b — m =Q. 

En dehors de ces droites exceptionnelles, cherchons celles qui 
donnent un bloc T 7, 7, 7; appartenant à une quadrique; il est 
nécessaire et suffisant qu'il y ait une même relation linéaire et 
homogene entre les colonnes du tableau (8); (d'ailleurs l’un des 
facteurs du tableau (10) sera nul}. On obtient ainsi 


alo — pP) + Up" — p”) =0 

Lp um p) - — alp” AFS p”) „2 0 b(p + p') -> m(0'4 p"'}= 0 
co — p’) + (p — p) = 0 m(p +p) + blo” + 0")=0 
noel int 


(10) 


(11) 


/ 


où p, p’, p”, p” sont des constantes qui ne doivent pas être toutes 
nulles. Si donc b? — m? + 0, on a 


op + p =0 p” +- p"=0 


et alors il est nécessaire que p— p' et p” — p' ne soient pas 
nulles toutes deux, ce qui entraîne a? — l? = 0. Le même raisonne- 
ment prouve qui sì a? — L? Æ 0, on a p—p" = 0, p” — p” = 0 
et par suite b? — m? = 0. 
Prenons donc d’abord: 

a? — B = 0, bè — m2+0; Si lon a, a=], on a une solution en 
prenant p, p',p”,p”” égaux a 1, — 1, 1, — 1. Si lon a a? — l? =Q, 
b? —m? #0 avec a =—, il faudra avoir c=n=0, et l'on 
peut prendre p, p, p”, p” égaux à 1, — 1, — 1, I. 


Prenons ensuite: 

a? — l + 0, b? — m? = Q: il ny a pas d’autre conditions å expri- 
mer; on a p—p =0, p” — p” — 0 et p+ ep” = 0, si b= em 
(e= + 1). 

Donc, en récapitulant, on a les solutions suivantes: 

1°) toutes les droites du complexe linéarie a — l = 0; 

20) toutes les droites de coordonnées 

1 
1 è 0 —1 3 0 
c’est-à-dire les génératrices de la quadrique fondamental xt— yz = Q 
de même système que les axes des trois involutions; 

30) toutes les droites des deux complexes linéaires b + m=0. 

Ces résultats concordent bien avec ceux que l'on a trouvés 
en cherchant à transformer en lui-même un système de quatre gé- 
nératrices d’une quadrique. 

Enfin, pour toutes les droites 7 du complexe d'ordre 2, 
d'equation (a+ l)? -+ 4cn =0, il y a cette simple particularité que 
le groupe de 4 droites (7) n’admet qu’une sécante commune (dou- 
ble). Nous avons ainsi trouvé d'une façon satisfaisante l'explication 
de chaque facteur (10). 


9, Propriétés spéciales aux courbes unicursales. 


Les considérations qui précèdent font immédiatement songer 
aux transformations involutives qui peuvent appartenir à une courbe 
unicursale. Les parametres t et £ des deux points correspondants 
M et M’ sont liés par une involution 


(1) Att +Bft+t)+|C=0. 

Supposons qu'il existe une autre involution liant les points M et 
M”, d'où 

(2) A, tt" + B, ( "Ir t) +C =0. 

Les points M” et M” sont liés par la relation, en général simple- 
ment homographique, 


At + B Bi EC 


(8) 4P OB, ZB am. 4 
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Cette relation devient involutive si l’on a 
(4) AC, +A4,C—2BB, =0 


autrement dit si les points doubles de chaque involution (M M’), 
(M M”) sont des points correspondants dans l’autre involution. Mais 
alors les £ des points doubles de chaque involution (M M”), (M M”), 
(M' M") divisant harmoniquement les # des points doubles de cha- 
cune des deux autres et les trois involutions forment un groupe 
ternaire. C'est une propriété importante que nous allons comparer 
avec les résultats des paragraphes précédents. 

Démontrons qu'une courbe unicursale ne peut avoir trois plans 
de symétrie rectangulaires. Commençons par examiner une courbe 
unicursale qui admet xOz, xOy pour plans de symétrie: ces deux 
involutions entraînent une troisième involution, à savoir la symétrie 
par rapport a Oz; donc une homographie convenable sur £ permet 
de ramener l’ensemble des trois involutions en jeu à la forme 
réduite 
(5) t4+t=0 tt —1=0 ti +1—=0. 


Si donc M est un point de la courbe, le plan perpendiculaire a Oz, 
issu de M, perce la courbe en un groupe de 4 points associés 
M M' M” M” de paramètres respectifs 


(6) imc à = 


(sans préciser davantage le sommet du rectangle auquel appartient 
chacune de ces valeurs et sans se préoccuper des autres groupes 
contenus dans le mème plan). — Supposons maintenant que la 
courbe admette, en outre le plan yOz comme plan de symétrie; 
M a pour symétrique M, de paramètre t,, lié à £ par une relation 
involutive 


(1) Atti + B(t + t,) ++ € =0. 

Or chaque point donné par (6) a son symétrique par rapport à yOz 
donné par la valeur correspondante 

1 —1 

h h 


(8) h —ń 


car la symétrie yOz respecte la disposition du rectangle 
M, M; M;' M;"; on a donc d’abord 
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(9) Att, = ft + gie ko 0 


en passant à M” et M; et cette relation (9) est vérifiée quel que 
soit £: la comparaison de (8) et (9) donne 


Mity --:GE=0uivoB(t Stp =0 


et comme # + t, n’est pas nul, puisque M, + M, on a C = Q. Mais 
alors, passant à M”, et M”, on a simultanément 


(12) Att + C—0 A+ Ctt, =0 


de sorte qu'il faudrait avoir A = + C et tt, = + 1; mais c'est 
impossible, parce que M, est différent de M” et M”. La proposi- 
tion et donc établie. De la sorte on est certain que la courbe gauche 


(13) y? = 1 — a 23 =] — kr? 


n'est pas unicursale. 

Dans le même ordre d'idées, constatons qu’une courbe algé- 
brique unicursale d’ordre pair peut admettre un groupe ternaire 
tétraedre, mais non admettre un groupe ternaire quadrique; c'est 
l'inverse pour le degré impair. En effet l'une des involutions du 
groupe, obtenue en changeant £ en — £, peut être supposée réalisée 
pour les axes (z = 0, x = 0) et (y = 0, 0 = 0) (axe des y et droite 
a linfini du plan 20x). Les deux autres involutions seront obte- 


nues pour tt = k et tt" = — k. Ecrivons les coordonnées en fonc- 
tion de £, en supposant le degré pair. 
r= APT + At? |... + À, 
(14) y = Bin + B "> +... + Bnat 
| g= 0t” + (,07”+-... + Ca 
0= De + Dn L 4 Dt 
Sous cette forme, nous voyons que le changement de £ en —# 


remplace le point de la courbe par un autre point de la courbe, 
transformé du premier dans l'involution biaxiale d'axes (y = 9 = 0), 


(x = z = 0). Le changement de ¢ en È doit remplacer le point de 


la courbe par un autre, transformé de ce premier dans une autre 
involution biaxiale. Or si nous regardons, au numéro 8 de ce tra- 
vail, les formules (1), nous pourrons écrire les formules de la se- 
conde involution (dans le cas du groupe ternaire tétraedre), sous 
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la forme 
(15) — ro — pit 214 ani amó= ciali * g 

° az--bz ay+b0 a’x+b'z ay+b'8 
parce que, à la rigueur, nous ne connaissons pas la position pré- 
cise, autour de l'axe x = z = 0, des deux faces du tótraedre des 
involutions, non plus que la position des deux autres faces autour 
de y = 0 = 0; on en déduit, quelles que soient les constantes A, y, 


(16) 2 A+ _ (a+a”ÀA)x + (b + b'A)z 


y+u0, (a +a"u)y + +o” u) 


On aura done en prenant pour (x,,%1,21, 6,) le point 


| R 


et pour 


(x, y, 2, 0) le point # 


(ii à AŻ ee Er A a, 
(BF u D Et Beat DE 
_ epena NC" +. 
CE a" alBE Gp) DE RE 


Cette identité en f est de forme non contradictoire; supposons au 
contraire que lon ait cherché à obtenir le groupe ternaire-quadri- 
que: en nous reportant aux formules (7) du numéro (8), nous voyons 
que les équations de la seconde involution T’ s'écrivent 


Tı 21 0, 


ay+ 509 ax<+bz a'y +b O a'z-b'z 
d'où, comme plus haut, 


16) ata @+e A+ CHENE 
Yyy Hud, (a +a” ux +(b +b” u)z 


On prend encore pour (x,, y,, 21, 6,) le point : et pour (x, y, z, 0) 


le point #: on obtient une identité en ¢ de forme analogue à (17), 
sauf que le second membre est retourné; le premier membre de 
cette identité (17) est une fraction en t irréductible, car À 
et u sont quelconques; le numérateur est de degré 2 m, le dénomi- 
nateur de degré 2m — 1; au second membre les degrés sont inversés 
et il y a manifestement impossibilité, les degrés étant exacte- 
ment ceux qui ont été indiqués. La conclusion est done obtenue 
pour les degrés pairs; pour les degrés impairs elle se démontre de 
«Rocznik Pol. Tow. Matem. T. VIII 3 
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mème, avec le résultat opposé: cela tient à ce que le changement 


de # en £ laisse la même forme à la fraction 


a”... + an 
BETA... Lt 


mais remplace la fraction 
i a EL 
BE" +... +R, 
par une fraction de même forme que l'inverse de cette fraction. 


Ces résultats peuvent paraître assez inattendus. J'en ferat 
l'application à un exemple extrèmement général. 


Note, — Depuis la rédaction de ce Mémoire, M. Cartan m’a 
signalé un article du mathématicien allemand Study (Gótting. Ges. 
d. Wiss. Nachr., Gruppen zweiseitiger Kollineationen, 1912, 27 pa- 
ges), se rapportant à l'étude indiquée au paragraphe 5 de ce Mé- 
moire, 


Configurations remarquables de quatre tan- 
gentes a une meme courbe gauche. 
Par 
M. Bertrand Gambier. 


Professeur à la Faculté des Sciences de Lille. 


1. Introduction. 


Un type de problèmes qui a beaucoup exercé la sagacité des 
géomètres est celui où les équations (réduites, bien entendu, à cel- 
les qui sont distinctes) et les inconnues sont en même nombre et 
où, pourtant, il n’y a pas de solutions, (du moins si les données 
sont quelconques). Il y a lieu de distinguer les problèmes dont l’im- 
possibilité est absolue et ceux dont l’ impossibilité résulte, non pas 
de l’ incompatibilité des équations, mais du fait que les solutions — 
en nombre fini ou infini — correspondent à des éléments géométri- 
ques dégénérés. Le premier cas est réalisé pour le problème: trou- 
ver le point de rencontre de deux mobiles parcourant une droite 
avec la même vitesse à chaque instant; en général ce premier cas 
ne comprend que des problemes numériques, dont l’intérèt pour 
nous n’ existe pas. Je donne un exemple simple du second cas: 
dans un cône C donné, du second degré, inscrire un trièdre trire- 
ctangle; on peut ramener le problème à la recherche d' une géné- 
ratrice SI telle que le plan perpendiculaire mené par le sommet 
S coupe le cône C suivant deux génératrices rectangulaires; il y a 
quatre solutions correspondant à chaque génératrice isotrope S de 
C; malheureusement, dans chacun des systemes de 3 arêtes obtenu, 
deux arêtes coïncident, de sorte que les solutions sont impropres; 
sì donc on présente le problème autrement, en partant d'un trièdre 
trirectangle Oxyz donné et circonserivant un cône C à ce trièdre, 
le problème posé pour ce cône C particulier admet alors une inf. 

3* 
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nité de solutions, car | équation résolvante, qui est toujours de de- 
gré 4, admet une cinquieme solution et disparaît identiquement. 

Nous nous bornons donc aux problèmes de ce second cas: en 
données quelconques, un tel problème se traduit par p équations, 
distinctes, à p inconnues, compatibles et admettant un nombre fini 
ou infini de solutions impropres: | ingéniosité du chercheur consi- 
ste à trouver comment particulariser les données pour obtenir de 
nouvelles solutions propres, se superposant à ces solutions impro- 
pres, (dont on néglige même le plus souvent de parler); les circon- 
stances les plus usuelles sont les suivantes: dans le cas général 
nombre fini de solutions impropres, puis, dans le cas particularisé, 
réduction du nombre d'équations de p à p — h, de façon à obtenir 
co” solutions propres; h est le plus souvent égal à 1, mais nous 
verrons ici-même, numéros 4 et suivants, un exemple où h = 3. 

Au point de vue philosophique, il est bon de rappeler que 
p équations distinctes et compatibles à p inconnues peuvent admet- 
tre un nombre infini de solutions: exemple, trois quadriques ayant 
en commun une cubique gauche; un exemple différent est celui de 
trois quadriques ayant en commun une conique, car, en dehors de 
la série infinie et continue de points communs, on trouve deux 
points communs isolés. De la sorte, nous pouvons, dans les proble- 
mes signalés, rencontrer bien des circonstances diverses; l” appari- 
tion, dans le cas particulier, de solutions nouvelles propres, même 
en nombre infini, peut se produire, même sans que le nombre des 
équations distinctes s' abaisse 

Je rappelle des exemples classiques: deux coniques C, et C, 
étant données, trouver un polygone de n côtes inscrit dans C;, circon- 
scrit à C,: dans le cas général, 4 solutions impropres (polygones 
replies d' Halphen); moyennant une condition unique imposée à C, 
et C}, co! solutions véritables. Ou bien: étant donnés 9 points A, 
A,.... Ag, trouver une courbe Cz, de degré 3m admettant les A; comme 
poins multiples d'ordre m: en général, une solution impropre, four- 
nie par la cubique circonserite aux 4,, prise m fois; mais, si 4, 
est pris sur une courbe, déterminée par Halphen, et ne dépendant 
que de A,, 4s,... Ag, on trouve un faisceau de courbes C,,. 

Pour les deux problèmes que nous venons de citer et ceux 
que nous devons étudier ici, on doit: dénombrer les équations et 
les inconnues, puis vérifier que les équations sont distinctes et com- 
patibles et enfin que les solutions sont impropres: tout cela, avant 
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de passer au cas particulier de solutions propres. Ces opérations, 
théoriquement nécessaires pour la satisfaction de l’ esprit, sont, en 
général, très pénibles et pour cette raison, esquivées. Il est donc 
intéressant de signaler une circonstance favorable, non réalisée dans 
les problemes précédents, c'est le cas où la définition de l être géo- 
métrique inconnu, en même temps que les conditions imposées, sont 
invariantes vis-à-vis d un groupe continu de transformations a h pa- 
ramètres: dans ce cas, s il existe un être géométrique de l’espèce 
indiquée, il en existe sùrement co” Nous aurons des exemples 
nombreux en cherchant certaines courbes gauches tangentes à quatre 
droites données. 


2. Cubiques gauches; résultats de Voss. 


On sait que, pour une courbe gauche, la donnée d' une tan- 
gente non remarquable équivaut à 3 conditions; celle d’ une tangente 
remarquable è 4 conditions. 

Il existe co transformations homographiques de l’ espace à 3 
dimensions conservant trois droites 7,, 74, 7, (chacune est conser- 
vée dans son ensemble, les points de cette droite correspondant 
homographiquement à leurs transformés); la quadrique Q détermi- 
née par 7,, 7,, Ta (supposées chacune sans point commun avec les 
deux autres) se conserve aussi; chaque génératrice de même sy- 
stème que 7, se conserve, dans son ensemble; une génératrice de 
système opposé est remplacée par une autre de ce second système; 
bien qu’ un point M, non situé sur ©, balaie tout l’ espace au cours 
de ces oo3 transformations, | ensemble des transformées d’ une 
droite D forme un système oo? et non un système 004; cela tient 
à ce que les deux points u, v communs à D et Q décrivent sur Q 
les génératrices U, V de meme système que 7, issues de u et v, 
et D engendre ainsi une congruence linéaire; d’ ailleurs D recouvre 
oo! fois chaque droite de cette congruence et cela est lié a ce fait, 
important pour la suite, qu’ il existe co! transformations homogra- 
phiques de l’ espace conservant 4 droites données D, 7}, Tp, Ty 
Dans les co: transformations conservant 74, 74, 73, une surface 
reglee R, développable ou non, engendre, non pas la totalité des co + 
droites de l’ espace, mais un complexe. Dans les oo! transformations 
qui conservent D, 7,, T,, 73 chaque droite de la congruence linéaire, 
(spéciale ou non) , déterminée par D, 7,, 7,, Ts, se conserve dans 
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son ensemble tandis que les deux directrices de la congruence se 
conservent chacune point pour point. 

Une cubique gauche / est déterminée, d’ une façon idę 
par 6 points (distincts ou non). Etant donné trois droites 74, T}, 
T, il existe donc une seule cubique gauche /, tangente à T, en 
A,, à T, en Á, à T, en 4;,; or il existe une transformation ho- 
mographique et une seule conservant 7,, 7,, T}, mais faisant venir 
A, en Ái, 4, en A), 4; en 43; [, engendre ainsi, dans ces cos 
homographies, les co cubiques / tangentes à 7, 74, T, (et cha 
cune une seule fois); la surface développable R, de degré 4, for- 
mée par les tangentes à /, engendre donc un complexe © bien 
défini par 7, 73, 73. 

Conclusion: cherchons à construire une cubique gauche / tan- 
gente à 4 droites données, prises au hasard, T, Ti, 74, 74; nous 
avons autant d’ équations que d' inconnues (12 de part et d’ autre); 
il y a impossibilité, d’ après ce qui précède, puisque T n'est pas 
choisie sur ©; ou plutôt, si nous définissons une cubique comme inter- 
section de deux quadriques qui ont une droite commune nous avons 
oo $ solutions impropres formées par une sécante d commune à 7, 
Tı, Ts, Ts, prise deux fois, et une droite arbitraire d' recontrant 
d. Prenons au contraire T sur ©: cette condition imposée à l’ en- 
semble des droites 7, 7,, 74, 7, diminue d? une unité les douze 
équations du problème et il existe oo! solutions propres. 

C’ est le mathématicien allemand A. Voss qui a le premier 
signalé cette propriété de 4 tangentes quelconques à une même cu- 
bique (Mathematische Annalen t. 13 1878, p. 163—174). Je me suis 
inspiré de sa méthode pour exposer ce résultat, mais avec des mo- 
difications assez importantes. En particulier, je signale que les 12 
équations, distinctes, à 12 inconnues, sont compatibles avec 008 so- 
lutions impropres (et non seulement un nombre fini); dans le cas 
particulier, seul è retenir, il y a co! solutions propres, nouvelles, 
qui se superposent aux oo impropres. 

Voss indique une quantité de résultats élégants; je ne retiens 
que celui-ci: les co! cubiques / engendrent une surface réglée X 
admettant 7, 7,, 7,. T, comme génératrices ee rebroussement; 2 ad- 
met deux droites triples, qui ne sont pas génératrices: ce sont les 
deux sécantes communes à 7, 74, T,, 7s. Le complexe © est de 
degré 4. 
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3. Biquadratique de genre 1. 


M. Hans Mohrmann a dédié, à son professeur A. Voss, un 
travail élégant où il reprend une question analogue (Mathematische 
Zeitschrift, t. 5, 1919, p. 268—283). A titre de mémoire, je cite un 
travail hollandais paru, sous la signature de M. Kluyver, aux Comptes 
Rendus de l’Académie d'Amsterdam (1891) et que M. Mohrmann 
complète. Une biquadratique B, gauche, de genre 1, dépend de 16 
parametres et possède 16 points où le plan osculateur est station- 
naire; chacune des tangentes correspondantes est une tangente re- 
marquable de B, de sorte que la donnée de cette tangente, (sans 
préciser le point où elle touche B), équivaut à 4 conditions. 

Sur les 16 points en jeu, on peut trouver quatre groupes de 
quatre points, tels que les tangentes du même groupe concourent: 
il existe oo5 biquadratiques admettant pour tangentes remarquables 
de cette espèce quatre droites concourantes quelconques, résultat 
d’ accord avec le dénombrement d’ équations et d’inconnues: nous 
ne nous occupons pas d’ un tel système; nous négligeons de meme 
les associations de quatre tangentes comportant un ou plusieurs 
couples de tangentes sécantes; il existe alors 64 combinaisons de 
4 tangentes non sécantes dont les points de contact sont dans un 
même plan (première espèce), puis 3 autres systèmes de 64 combi- 
naisons de 4 tangentes ne remplissant pas cette condition (deuxième 
espèce). Le raisonnement déjà fait, comme application des homogra- 
phies conservant 3 ou 4 droites, conduit encore à associer à trois 
premieres tangentes 7,, 74, 7; de cette espece un certain com- 
plexe ©: si 7, quatrieme tangente, n’est pas choisie parmi les droites 
de ©, on n’a que deux solutions impropres, qui sont l’une ou l'autre 
des sécantes, communes aux 4 tangentes, prise quatre fois; si T est 
choisie sur ©, il y a a co! courbes gauches B; (la première espèce 
fournit un complexe, chacun des 3 systemes de la seconde espèce 
fournit un complexe). Tout cela correspond, si l’on veut, à une hié- 
rarchie des 16 paramètres: 12 pour fixer 7,, 74, 73; 3 pour fixer 
les points de contact de 7,, 7,, 7; la courbe B dépend alors d’un 
unique paramètre, qui est son invariant projectif et la quatrième 
tangente 7 décrit une surface réglée R; le dernier parametre est 
utilisé pour choisir I” invariant, ou ce qui est équivalent, choisir 7 
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sur R. Quand on rend leur liberté aux points de contact de 7,, 75, 
Ts, les oo? surfaces réglées R engendrent le complexe © chaque 
droite du complexe étant engendrée co! fois. 


4. Courbes gauches unicursales d'ordre m n’ayant que 4 points 

à plan osculateur stationnaire, les m points d’intersection de 

la courbe et de ce plan osculateur étant réunis au point de 
contact. 


Ce qui précède peut étre répété, sans modification apprécia- 
ble, pour toute courbe gauche, ne dépendant que de 12, 13, 14, 15 
ou 16 parametres métriques, à qui on imposera 4 tangentes (remar- 
quables ou quelconques de façon à ce que le nombre de conditions 
reproduise celui des paramètres), pourvu que la définition de la 
courbe ait un caractère projectif. C’est précisément le cas pour les 
courbes V, dont la définition constitue le titre de ce paragraphe: 
le nombre de pararametres métriques dont elles dépendent est 16. 
Je présente le résultat sous forme synthétique. 

Nous disposons des quinze paramètres de la substitution ho- 
mographique la plus générale (ou, si on préfère, du changement de 


Uk. 5 i | COLE aT + B 

tétraèdre de référence), puis de la substitution ea R 
T+ 0 

paramètre rationnel £; nous profitons des quinze premiers pour écrire 


les coordonnées de la courbe sous la forme 


sur le 


X =t" + Gatt Cats +... 
in CUY= — IC! + 04 dim — 05 b, #5 +... 
p CZ =t720 + Chet — Cet... 


CaO = — "CH, + C„dt””* — C, dE +... 
où a;b, c, d, a,,b,... sont constants. Le plan 
(2) X +- ©, Y -- + 5,2 -|- 550=0 
donne les points racines de l'équation 
(3) i — 0,17 -- 0,8” — SE Æ SIT *...=0 


et lon a, de p= 0 à p = m — 4 les relations 
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BIT 68 8 
Ss = 0; a Wa na a HZ I 


> aope 2, rta tha 


Sa x107 a, + bot +e +43 


Pour avoir m points réunis au point Ż, il faut et il suffit que 
Von ait, d’après (4), 
t =a +bi +e +<dë 
rai af t Mer +d, t 


| i” == Am4 dive m—4 ne sd Cn „ta + du ts 

Suivant que les équations (5) ont zéro, une, deux, trois, quatre ra- 
cines communes, on a 0, 1, 2, 3, 4 points de l’espèce annoncée, 
Pour obtenir le maximum 4, on prend arbitrairement a, b, c, d, puis 
de la première équation (5) on déduit 

(6) i =at bt? +cis+ d(a + bi+ ct? + dti) 


et la comparaison donne 


(7) a =ad b, =a--bd, c=b+cd d,==c+-d? 


(5) 


On recommence ensuite sur la seconde équation (5), d’où 
t6 = a, t+ b, te + c, 3 +d (a + bt +- ct + di) 


et ainsi de suite: les coefficients a,, bj, c,, d,,... s'expriment tous 
sous forme de polynómes entiers en a, b, c, d; le calcul ainsi pré- 
senté a l'anvantage de se poursuivre indéfiniment, quel que soit m: 
la valeur précise de m n'est utile à connaître que pour savoir a quel 
moment arréter le calcul. On profite de la substitution homographique 
sur $ pour réduire l'équation fondamentale 


(8) a+ bt + ct + di 


à une forme canonique simple; si les racines sont distinctes, ce que 
nous supposerons, on peut adopter 


(9) A= JENA 


et a joue le róle d’invariant projectif (irrationnel). Les équations 
(5) se réduisent a 
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H—a +t =at Li 
tê = a, + cat? =a tA at 


CD ot 507 t? = at + cts 
avec 
(10) 2742 = y -+ Cp A242 = Q Cap 


Il y a avantage, pour la commodité des calculs, à supposer c = 1 
plutôt que c = 6, comme semblerait y conduire la théorie des in- 
variants; avec c= l, on obtient des coefficients entiers beaucoup 
plus simples, croissant bien moins vite qu'avec c == 6. Il y a avan- 
tage à bien respecter les formules (1), sauf peut-être à remplacer 
la courbe (X, Y, Z, ©) par la courbe X, = X, Y, =hY, Z, = kZ, 
©, =10, h, k, l étant certains entiers, égaux soit A — Ol, C}, 
— C3, soit à des diviseurs convenablement choisis de ces nombres: 
il est clair que cela revient en effet à une transformation homo- 
graphique très simple, opération indifférente au point de vue de 
ce travail. 

Rappelons que pour passer de la forme (8) à la forme 7*= 
= À + T? adoptée définitivement, on doit déterminer un couple 
(0'0”) divisant harmoniquement les couples (4,4) et (t;, t,), ces 
nombres é,, łą, ty, £, étant les racines de (8); suivant que l'on associe 
t, à t, ou t, plutôt qu'à ży, ou trouve trois tels couples (©, O”); 
ensuite, on doit effectuer sur f une substitution homographique telle 
qu'au couple (©', ©”) de la variable # corresponde pour 7 soit 
(0, co), soit (co, 0; adopter (0, co) plutôt que (co, 0) ne change d’ail- 
leurs pas 4, de sorte qu'il y a en réalité six façons d'obtenir les 
équations réduites des courbes étudiées ici (et nous verrons plus bas 
l'intérêt de cette remarque) et que le coefficient invariant À est 
susceptible pour une même courbe V„ de 3 valeurs différentes. Je 
rappelle encore que la forme binaire 


(11) a, tt + 4a, 80 +6 at? 03 +- 4 at 03 + a, 0: 
a pour invariants relatifs 


Aq dy A 


(12) Saga, — 4a, a 35 T=] 44 


Ag Aq A 


et pour unique invariant absolu 
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S3 — 27 T? 
Go PE TT. 
Ici avec la forme adoptée #4 — t? — a, on a 
3 u — us)? u? 
p = (sw) "== ia 


en introduisant pour la simplicité une variable auxiliaire u; l'on 
voit que a possede bien 3 valeurs correspondant aux valeurs de u 


(15) + u, path. NEJ 
1—uV/3 1+u/3 

Nous avons ainsi determinć, pour chaque valeur de m, une 
courbe V,, de l'espece annoncée et ne dépendant que du seul in- 
variant projectif a. Si les quatre poins remarquables sont réels sur 
la coube V„ réelle, il y a deux façons réelles de ramener les équa- 
tions de V„ à cette forme réduite; si les quatre points comprennent 
un couple réel et un couple imaginaire ou quatre points imaginai- 
res, le problème devient moins intéressant pour notre but, mais il 
y a encore une réduction réelle à la forme #4 + t’ — a=0 pour 
l'équation fondamentale. 

Nous remarquerons enfin, qu'avec la forme réduite adoptée, 
les coordonnées X, Z ne contiennent que des puissances de f toutes 
de mème parité que m, et Y et © toutes de la parité opposée: le 
changement de £ en — # produit donc une transformation homo- 
graphique simple de la courbe en elle meme, échangeant deux 
à deux les tangentes remarquables (et leurs points de contact). Il y a 
3 telles transformations de la courbe en elle-mème, réelles toutes 
les 3 si les quatre tangentes sont réelles (en supposant que le plan 
© =0 est le plan de l'infini, et que les axes O X YZ sont rectan- 
gulaires, l’une des transformations est une symétrie autonr de O Y). 
Nous allons y revenir un peu plus bas. 

En prenant les coordonnées plückériennes (A, B, C, L, M, N) 
de la tangente générale, déduites du tableau 


Zi „at 
(16) LOCO PAPI AN EE, 

dt dt dt dt 
on voit que A, C, Z, N sont des fonctions paires de # et B, M des 
fonctions impaires. Quand il s’agit des points remarquables, on peut 
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réduire les fonctions paires 4, C, L, N et les deux coordonnées- 
points qui sont paires a la forme at* + 8. et les fonctions B, M 
ainsi que les deux coordonnées impaires à la forme at + Bi, en 
tenant compte de l’équation fondamentale. 


5. Complexes attachés aux diverses courbes V,,. Involutions 
biaxiales. 


Le raisonnement employé pour les biquadratiques, reproduit 
sans modification, prouve que si les quatre tangentes remarquables 
en jeu sont choisies au hasard il n'y aura d'autre solution que 
chacune des deux sécantes communes (prise m fois); pour obtenir 
une véritable solution, on remarque que: 

pour un degré 2m pair, les quatre tangentes sont sur une 
même quadrique @; leur rapport anharmonique, en tant que géné- 
ratrices du même système sur Q est unique invariant projectif de 
la courbe; si on choisit au hasard quatre génératrices dun meme 
systeme sur Q, nous verrons qu’il existe (2 m — 4) séries oo? de 
courbes V,, tangentes à ces 4 droites, les courbes d'une même sé- 
rie étant transformées homographiques de l’une quelconque de 
la série. 

pour un degré 2 m + 1 impair trois droites données 7, 73, T; 
comme tangentes remarquables déterminent un complexe Czn} du 
type très spécial que j'ai étudié dans mon Mémoire sur les inva- 
riants projectifs de 4 droites: T étant choisie dans C,,,,, il y a co! 
courbes tangentes à 7, 7,, 74, T}, transformées homographiques de 
l'une quelconque d’entre elles; le complexe (,,,,, comprend certaines 
congruences linéaires multiples d'ordre p >> 1 et pour une droite 
T dune de ces congruences, on a p séries oo! de courbes Phm}: au 
lieu d'une seule série. 

Nous avons déjà remarqué que, sur les équations réduites 
trouvées au numéro précédent, le changement de £ en —#? donne 
une transformation de la courbe en elle-même, trace sur cette courbe 
d'une involution biaxiale portant sur tout l’espace et d’axes (x = 0, 
z=0), (y=0, O=0) Or il y a 3 façons de faire la réduction 
de sorte que la courbe possède trois transformations en elle-même 
qui sont, sur la courbe, des involutions sur ż; les points doubles de 
ces trois involutions se divisent harmoniquement et correspondent 
comme nous l'avons dit aux trois involutions définies chacune par 
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un couple (t,, t,), puis (ż,, t), de racines de l’équation fondamentale; 
cette disposition des points doubles entraîne, comme je l’ai montré 
dans le Mémoire déjà cité, que ces involutions sur la courbe for- 
ment un cycle ternaire; d’autre part les involutions biaxiales de 
l'espace, se trouvant comme toute homographie, détermiuées d'une 
façon unique par un nombre fini de points, il en résulte que ces 
involutions biaxiales forment elles-mêmes un groupe ternaire tetra- 
èdre pour les courbes V,„ de degré pair, ternaire quadrique pour 
les courbes V,,,,, de degré impair; dans une de ces involutions 
biaxiales, le tangente 7° s’échange avec 7,, 7, avec 7, et les points 
de contact s'ćchangent en même temps. 

Prenons donc une courbe V,,: les tangentes 7, 7,, T,, 73 
s'échangent dans un groupe ternaire tétraèdre; or les formules écrites 
pour V,, donnent les résultats indiqués par le tableau 


Am tm da 
Y (ati t 
ER (ża 
Ot int 


où je mai marqué que les termes extrêmes des polynómes X, Y, 
Z, 9; le point #=0, double de l’involution biaxiale (t, — t), est 
sur la droite Y = 0, O = 0; l’autre point double £= co est sur la 
même droite, en un sommet du tetraedre actuel de référence 
(Y = Z = O = 0); nous en concluons que le tetraedre des involu- 
tions admet comme arótes les trois droites joignant les points dou- 
bles dune même involution; ces trois arêtes ne peuvent être que 
concourantes en un meme point (on le vérifie immédiatement pour 
m ==2 ou V,) et non côtés d'un triangle. Cela suffit pour détermi- 
ner les trois autres arêtes; car soient A;, Ay, 4, ces trois arêtes con- 
courantes; À, rencontre la courbe V,, en deux points invariants, 
ainsi que leurs tangentes, dans l'involution ayant pour axes A; et 
Varete inconnue associée B,; les deux tangentes en jeu coupent le 
plsn 4, A, chacune en un point appartenant a B,. 
Si nous prenons une courbe V?”+' nous avons le tableau 


Dini m 
JÄ pi amg 
zac” A, 


O BE 3 AY 
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Le point t = est sur l'axe X = Z = 0, le point. t= co sur l’autre 
axe, (en une entremitć), Y== O = 0; de la sorte, cette fois, les 
axes des 3 involutions s'obtiennent en menant par les divers points 
doubles de chaque involution les droites s'appuyant sur (d) et (D). 

Tout revient maintenant à déterminer une courbe V°, dépen- 
dant de l'unique paramètre a (opération faite au numéro 4), puis 
à calculer en fonction de a les quantités homogènes (4, B, C), comme 
je Vai expliqué dans le Mémoire cité, dont les rapports mutuels sont 
les invariants projectifs des quatre tangentes; le point (4, B, C) dé- 
crit dans le plan m (introduit dans le Mémoire cité) la courbe T, 
image du complexe © auquel appartient la quatrième tangente, quand 
les trois premières sont données. Or nous prenons comme équation 
fondamentale l'équation 


(1) tt? —a=0 


dont j'appelle les racines t,, 4, ts, £,; nous pouvons tout exprimer 
provisoirement, au moyen du parametre œ par les formules 


(2) tg=—t=co8) ty = —ł, —=sinp a= — sin? ọġ cos? o 
Les tangentes 7,, 7,, 73, 7, sont ainsi obtenues séparément et ra- 
tionellement, ainsi que les quantités 

A = (41) (23) B = (42) (31) C = (43) (22) 


Ceci sufft à prouver que la courbe / est unicursale; mais, au point 
de vue de / seule, cette représentation est impropre; il suffit de 
regarder les échanges 


b h tę tp 4 À BC 
me h. ta bhbid dla dn B' 6 


(5) t, TP faro ba him tali DD ZĆ 
—T— p ALANYA EC: 


Cela correspond, comme nous le savons, aux involutions biaxiales 
transformant la courbe V, en elle-meme, échangeant deux tangentes 
entre elles en même temps que les deux autres. Il suffit de pendre 


? u 1 ; 3 
comme paramètre sin $ COS D T2 pour avoir la représentation 
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unicursale propre de /; le paramètre u est celui qui a été introduit 
au numéro 4 de ce travail; les 6 valeurs de u 


u + V3 —u— 3 

Ww ZU Ug = — U Sale otre LE 
6) z 4 
u — 3 r _—u+[3 


Buli. comin? 


donnent les 6 points (4, B, C) deduits les uns des autres par les 
symétries et rotations du triangle équilatéral pris pour triangle de 
refórence: ces 6 points, qui forment un groupe, résultent du fait 
que si 4 droites 7, 74, 73; 7, doivent être les tangentes remar- 
quables de la courbe V,, ces quatre droites (dans leur ensemble) 
doivent pouvoir se transformer en les quatre tangentes 79, 73, TS 
Ti de la courbe particulière Vh, mais rien n'indique comment on 
doit associer deux à deux les droites de l’un ou l’autre gronpe, et 
il y a 6 façons distinctes d’v arriver, (à cause des transformations 
en lui-même de l’un des systèmes, on a bien 6 au lieu de 24); on 
peut convenir de faire correspondre 7, et 74; mais, au lieu de 
permuter 7, 7°, TS il suffit de remplacer u successivement par les 
6 valeurs (5); de la sorte nous décomposons chaque complexe ©, en 
congruences linéaires (g) correspondant à chaque valeur de x, et 
meme en groupes de 6 telles congruences. [Dans certains cas, il 
peut arriver qu'il y ait séparation de la courbe plane / en 3 cour- 
bes s'échangeant par rotation: c'est le cas pour les biquadratiques 
gauches et le cas, dit par M. Mohrmann de deuxième espèce; on 
trouve alors les 3 courbes unicursales 


(B + C— 4) —6443BC=0 
(C+ À — B) —64 4 B! C=0 
(4 + B— C} — 64 ABC°=0 
tandis que le cas de première espèce donne l'unique relation 
A+ B+C=0]. 


Formons donc les coordonnées plückériennes (a,, b,, Ci, li, my. n;) 
des tangentes remarquables; nous avons aussitôt: 


Eine + 0 Rz + agli — ba M, + cz n)? 
B= (als + dy ms + © Mg + az by + bz m, + cm)? 
C = 4 (a, lı — b, m, + c, n,) (ag lg — bs ms + cz ns) 


(6) 
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et cette forme suffit à prouver que tout s'exprime bien rationelle- 
ment en u; pour la commodité des calculs, u n’ayant été introduit 
que pour se servir de la formule exprimant tg3 w en tgw, il est 
préférable de poser 

v? — 
(1) a=—— u—v}3 

4 
de façon à éviter les irrationnelles numériques. Ces substitutions 
(5) deviennent 


ET: T … væ+i p eta] v — 1 

SR gr Tapia SERA KS Sue Test 1 Ep: 
ipn 
ii Kaa 


Le calcul de A, B, C peut sembler pénible: nous allors montrer qu'il 

suffit, en réalité, de calculer C (à un facteur numérique près d'ail- 

leurs). Nous avons ramené a,, c;, l, n, chacun à la forme at; + $, 

et b, m, chacun à la forme at; + Bt, or A et B, exprimés en v, 

sont polynómes entiers, carrés parfaits; si dans A, on remplace 
v+-1 v— 1 


"BT pegy 0 143 
le numérateur, toujours carré parfait, coincide, sauf facteur numé- 
rique, avec B ou C [ou C et B, mais, au fond, peu importe]; donc 
C'est carré parfait. Grace a l'identité a,l, + b,m, + c; n; = 0, on peut 


écrire simplement 


(9) C = 16 b, b; m, my 


. À devient une fraction rationnelle dont 


Cette forme prouve que le calcul de C se fait rapidement: on peut 
écrire 
b =at LB, m =t Bt, 
b, m = ti lati + Blla'ti + 8] 
= fi [aa (ti + a) + (Ba + aB)t1+ BB] 
= (yti + ô) ti 


Done 
b, m, ba my = titz(yti + ò) (y t3 "n 0) 


Par suite, en falsant abstraction d'un facteur constant, independant 
de v, on peut écrire 
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(10) c=v|- rat], 


L’extraction de la racine fournit /C; puis la substitution (o —- 3) 
fournit | B (à moins que ce ne soit VA) è un facteur numérique 
près inconnu; pour déterminer ce facteur qui, cette fois pour avoir 
la courbe (4, B,C), est indispensable, on voit que si v=0, on 
a a—0 et deux tangentes principales coincident; avec les défi- 
nitions 


A=(41)(23)  B—(42)(31) C=(48)(12) 


on voit que si 74 coïncide avec T, on a C=0, B= 4; donc 


comme Ÿ/ A s'obtient en changeant v en — v dans |B, le facteur 
tati 1 nf a” Gór 1 
numórique qui intervient dans les deux substitutions (o, 1 = 


1 —v a= 3 — - 
et bre pour passer de VC à VB et VA (ou VA et VB) 


est le même; pour v = 1, C n'est pas nul, B non plus, mais À l'est, 
a cause de la substitution (w id) | done la valeur v = 1, faisant 
1+3v 

coïncider 7, avec 7, et 7, avec 7,, (l'équation fondamentale étant 
devenue #4 — t +4 = 0), on doit avoir pour v = 1, B = C et cette 
remarque donne le facteur numérique sans ambiguité. En changeant 
ensuite, dans B, v en — v, on a A; comme le changement de v en 
— v laisse C invariable, on voit que si on a confondu les noms de 
A et B, finalement cette confusion est sans importance. Le calcul 
se réduit donc, au fond, au calcul de b, m; le calcul de a, c, l, n 
est inutile. D'ailleurs, si on tient à vérifier le résultat par un cal- 
cul direct, on peut écrire 


C = 16 b, b, m, ms 
a= a, ls — b, my + Cı n + aslı — bs m, + Csh 
et en retranchant lexpression nulle 


aı lı + bı Mm, + am + ag la -H bz Mg + cz Ng 


on obtient 


(11) | a= (a; — as) (ls — l) + (c1 — cs) (n3 — m, ) — (bı + bs) (m, + ms) 
(B= (a, — as) (ls — l) + (61 — cz) (25 — 21) + (b, — bi) (m; — mu) 


Rocznik Pol. Tow. Mztem. T. VIII. 4 
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Le calcul s'achève simplement: 


a =at; + P a = ati + Ê a, — ag = a (ti — ti) 
(a, — az) (l — L) = — aa' (tì — t5)? =— aa [1 + 4 a) = 
— aa (1 — 07). 


Nons verrons plus bas les conséquences intéressantes du calcul de 
Va+-/B+VC, —V4+VB+VC, /4A—/B--(C, VA+VB— 
— VC; c'est d'ailleurs facile à prévoir en se reportant au Mémoire 
déjà cité. 

Une remarque simple va nous prouver que pour un degré 
pair 2m, on a nécessairement 


b =(at? + Bt)f(a) | m,=(at? +-Bt)$(a) 


où f(a) et (a) sont des polynòmes entiers en a; en effet, écrire 
b; = 0 revient à dire que la tangente T, rencontre l'axe y = 0 = 0; 
la tangente T, provenant du remplacement de t; par (— #;) rencon- 
tre done T, sur cet axe y = 0 = 0, à cause de l’'involution bia- 
xiale 7 d'axes (y=0=0) et (x—2—0); mais le degré étant 
pair, Z’ est une involution qui remplace [axe y = 0 = 0 par lui- 
même, donc 7, et 7;, concourant sur cet axe, sont remplacées par 
T;, et 7, qui concourent encore sur l'axe y = 0 = 0; done pour 
la valeur a considérée, les 4 valeurs des b; sont nulles ensemble, 
mais non les m,: a est racine du polynôme f(a); les racines de 
(a) correspondent à 4 tangentes principales réparties en couples 
concourant sur lage c — z = 0. Enfin les racines de at; + Bt, cor- 
respondent à une dégénérescence de la courbe. Pour un degré im- 
pair 2m —+- 1, les circonstances changent: si b; sannule, 7; et 7, 
comme plus haut se coupent sur l'axe y = 0 = 0, mais l’involution 
T’ échangeant les axes y = 0 = 0 et x= z = 0, les deux autres tan- 
gentes 7, et T, se coupent sur l’autre axe de l’involution Z, x = 
= 2 = 0 et cette fois b, et m, ne sont plus proportionnelles. On se 
rend ainsi compte à nouveau de l’influence de la parité du degré; 
la condition nécessaire et suffisante pour que les quatre tangentes 
T, appartiennent à une même quadrique est d’ailleurs l'existence de 
4 nombres p, tels que l’on ait 


(12) 2 pra =0 2'pren= 0 2 pil;= 0 2 pin; = 0 
1 è i i 


(13) 2 aplip= 0 Poi 0. 
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Les équations de la premiere ligne reviennent 4 deux; en 
raison de la paritć 


i i 
vu simplement, si a est quelconque, 


(14) pa = — Ps Ps = — Py 


Si les b, ne sont pas proportionnels aux m, (le facteur étant ration- 
nel en a) les égalités (13) deviennent, en tenant compte de (14), 


pit + psts 50 pa ti + psti=0. 


et entraînent p, = py =0. Or, pour un degré pair, la quadrique Q exi- 
ste, quel que soit a; donc on doit bien s'attendre à trouver b et 
m proportionnels. 

Le calcul des p met d’ailleurs, pour les degrés impairs, en 
évidence les valeurs de a, 0 et — 1 qui correspondent à des raci- 
nes multiples pour l’équation fondamentale tt — # — a = Q. 


6. Exemple numérique: m = 4. 


On a, avec les notations employées jusqu’ici, sauf changement 
de signe de Y et ©, ce qui importe peu 


(1) X =tt+a DACIA Z=tť +} O0 = t. 
L'équation fondamentale est 

tt =t- a. 
On trouve pour les coordonnées pliickériennes a, A, y, À, 4 Vs 
a els OES PAE y =i — 4 


| 0 6 4/7) = — v = (2 — 1) — a. 


2 3 


On calcule sans peine, directement, VC et VB; VA se déduit 
de /B par changement de v en — v; on a ainsi 


ep v) (1 — 30) 


(4) 6/B= ET" )s1-+3v) (B—/aA—/C=0 
DEEE 


Ici la courbe (A, B, C) n’est autre que la conique y sous forme 
impropre (obtenue quatre fois); si l’on se donne 7, 73, 73, il existe 
pour toute droite T tangente à la quadrique 74, 7}, 73, quatre séries 
de courbes V, admettant 7, 7,, 73, T comme tangentes remarqua- 
bles; on calcule les coordonnées du point (A, B, C) correspondant 
aux droites (7, 74, 74, 73) et l’on choisit les déterminations des racines 


VB, VA, VC de sorte qu’elles soient liées par la relation VB — 
—VA—-VC=0; on calcule ensuite v par l'équation de degré 4 
(5) (1 — v) (1 + 3v)/C— 169s B—0 
2 

Pour chaque racine v de (5), on prend 1=— 7 et les for- 
mules (1) déterminent une courbe Vî qui, par transformation ho- 
mographique à un paramètre, devient tangente à T, Ti, 74, 7; et les 
admet pour tangentes principales; les 4 racines de (5) donnent done 


les 4 séries annoncées et ces séries ne sont pas homographiques 
d'une série à l’autre. Si on avait appliqué strictement la règle pra- 


tique indiquée plus haut, on aurait tout de suite trouvé pour VC la 
valeur v; pour effectuer la substitution (v Egz] il 
regarder )/C comme polynôme en v de degré 4 et non 3; cette re- 
marque est vraie pour toutes les valeurs paires du degré. 

Les valeurs v= $, v= — 3, v = o donnent les points du 
cercle y sur les axes de symétrie du triangle de référence, autres 
que les points de contact; pour v=4 par exemple, A = 0, B= C: 
on a ce cas exceptionnel que le système des 4 tangentes principa- 
les peut sechanger avec lui-même par échange de deux tangentes, 
chacune des 2 autres restant invariable; sur la quadrique Q qui 
les porte, elles se divisent harmoniquement, 


aurait fallu 


7. Exemple numérique: m = 5. 
Nous écrivons, au lieu de 


X=i5+5at,  —5Y=B5#+a,  10Z=1068--5t, 
—100=104 +1. 


łes formules plus simples 


(1) X=6+5at Y=5#+a Z=28-+1 O—10#+1 
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car la transformation homographique ainsi faite indiffère. On calcule 
aisément les coordonnées plückérieunes réduites pour les tangentes 
principales 


D ue leon miil b — 120 45 + 80 at 
y = 161? + 20a+1 A = — (25 + 4 a)t? + 24a 
u = (8 — 16a)t3—8at  v=(60a—5)t* + 120 a? — 65 a. 


La proportionalité des B aux y entraîne a(l + 4a) =0Q et l’on re- 
trouve ainsi les valeurs remarquables a = 0, a= — 4 pour les- 
quelles les racines de l'équation fondamentale ne sont pas toutes 
distinctes, ce qui est une vérification des calculs. La méthode pra- 
tique indiquée plus haut, (pour laquelle le calcul de 6 et u eût 
suffi) donne sans difficulté, en négligeant des facteurs numériques 


pour C 

BBB H 2 a}{(1 — 2 at + ay) #2 + 2 a — 2 a)#3 + a] 
ou en abaissant chaque crochet au second degré en # 

a [(3 — a — 4 a?)ti +3 a — 4 a?][(3 — a — 4 a!)t5 + 3 a — 4a?) 
d'où finalement 
(3) VC = 16 v* (3 + 22). 


Les substitutions indiqućes pour v donnent 


VA=(1+)(1—40+70)=1—30°+80+ 27 ve + 


+ 240° + 7 0° 
(4) i i VB = (1 — v)t )*(1-H4v-- 703) = 1 — Bu? — 8084 27 04 — 
— 24 05 + 705 
V C = 16 v (3 vt). 
On a ici 


VA4+VB+V0=2(1— 3v -+ 5108 + 15%" 
(5) |/4+/B—[/C=2(1 — 09? 
| VA—VB+YC—160(1 +} 
VA—/B—[/0= 16 v3(1 — v)’. 


Le complexe © que Pon obtient pour m =5 est done de de- 
gre 12; on voit aisément que 


54 


(6) A=1T—-60+... A— B=32v°+... C—256v8(9 +...) 


done v=0 fournit pour / un cycle au sens d’Halphen de degré 
3 et classe 5; les équations A — B = 0, C=0 représentent la con- 
gruence linéaire singulière formée des tangentes à @ le long de 
Ts; C=0 représente le complexe linéaire spécial d’axe 7, et ce 
complexe est tangent à © le long de la congruence linéaire précé- 
dente; si nous considérons un point M quelconque, puis le plan 
polaire de M par rapport a Q, ce plan perce 7), T}, 74 en M, mą, 
ms, d’après ce qui précède chaque droite Mm,, Mm,, Mm, est gé- 
nćratrice triple du cóne du complexe de sommet M; sur chacune 
de ces génératrices, par exemple Mm,, le plan tangent est unique, 
a savoir le plan MT, et a en commun avec le cône huit genćra- 
trices confondues avec Mm,. (Quel que soit le degré m impair, on 
obtient des propriétés analogues). D'ailleurs toutes les droites du 
complexe, tangentes a Q le long de 7,, 74, 73, sont, au fond, ina- 
cceptables; elles proviennent de ce que pour v=0, v= + 1 l’équa- 
tion fondamentale n’a plus ses racines distinctes et que le système 
(TĄ T? TÌ T?) où deux droites sont confondues a bien mêmes inva- 
riants que (7,, 74, 73 T) (où il n’y a aucune droite confondue avec 
une autre), sans qu'il y ait de passage par homographie: c’est l’un 
des cas critiques que j'ai signalés dans le Mémoire deja cité. L’in- 
tersection de la courbe / et du cercle y comprend v=0, v= 1, 
v = — 1 comptant chacun pour 6 unités; il reste 6 points imagi- 
naires, simples dans l'intersection donnés par l'équation à racines 
imaginaires 


(7) 1 — 3v + Blut + 1556— 0. 


Chacune de ces racines correspond au cas où la quadrique contenant 
trois tangentes principales est tangente à la quatrième; on trouve 
ainsi sur Q 6 génératrices avec la congruence linéaire des tangentes 
a Q le long de chacune d'elles; chaque génératrice appartient au 
complexe, mais doit être rejetée (toujours en raison du cas critique 
pour le passage homographique). Les racines de (7) sont liées à l’une 
quelconque d'entre elles par les substitutions (8) indiquées au nu- 
méro 5. 

La coube / est coupée par le côté C == 0 au point v =0 déjà 
étudié, comptant pour 8 intersections et aux deux points imagi- 


naires v = + if 3 comptant chacun pour 2. Le point v=i\3 
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donne une congruence linéaire dont une directrice est T, et lautre 
une génératrice G de Q; chaque droite s'appuyant sur G et 7; est 
une solution acceptable: pour a= ł, l’équation ##—t° — $=0 
devient (ff — 3) (t? |- 4) =0; les deux tangentes obtenues pour 
t = + V3 annulent B, donc rencontrent laxe y = 0 = O au même 


; i 
point. Les deux tangentes obtenues pour t = + Va annulent u, donc 


rencontrent laxe x= z= Q au même point; c'est bien conforme 
à ce que nous avons prévu en fin du numéro 5. 
Il ny a plus qua trouver les points doubles de /. La sub- 


SP. vL1 È i y 
stitution v' = F3 relative aux rotations de / fournit, en pre- 
— 3v 


2 : 
nant v == v, les valeurs v = + Va qui correspondent toutes deux 


au centre w du triangle de référence, qui est un point double or- 
naire de / à tangentes isotropes; on peut remarquer que les 
directrices de la congruence linéaire double correspondante s'ob- 
tiennent en coupant le cercle y par la polaire de w; cela donne 
donc les 2 droites hessiennes de 74, 74, 7%, c'est-à-dire les 2 géné- 
ratrices de © dont chacune, réunie à 7, 73, 74 donne un birapport 
équianharmonique. 

Remarquons maintenant que si une courbe unicursale plane 
admet un axe de symétrie, elle coupe cet axe en 0,1 ou 2 points 
simples et en une série de points multiples; prenons donc laxe 


A— B—0; il donne d’abord les racines de )A—|B ou de 


v3(1 + 3 v?) —0 déjà rencontrées (un point triple v = 0, un point 
— eh: - 
double v = + rs) puis celles de VA + VB=0 ou de 1 — 3 v + 


+ 270 4+ 7 06 =0; cette dernière équation n'a que des racines 
imaginaires et donne 3 points doubles ordinaires; le point simple 
unique où laxe À — B = Q perce la courbe est fourni par v = co 
et a pour coordonnées 49, 49, 256. Or la courbe /, de degré 12, 
a l'équivalent de 55 points doubles; on a déjà obtenu l’origine et 
trois points sur chacun des axes de symétrie, ce qui fait 10 points 
doubles ordinaires; chaque point de contact de y et du triangle de 
référence compte pour 3 + 2 u unités et l’on a ensuite 6 d points 
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doubles répartis par groupes de 6, d’où d == 6 — u, u étant un en- 
tier égal à l’un des nombres 0, 1,... 6. 
On a à résoudre le système 


A CR £ Z? 
(8) xa ya gn 


où X, Y, Z sont les fonctions |/A4, VB, VC trouvées plus haut et 
À", Y,4' ces mêmes fonctions X, Y,Z où v est remplacé par v’. 
Ce système se décompose en quatre systèmes: d’abord 


At auf Z 
(9) ES Ana AK 


qui est résolu, car on obtient ainsi les points doubles de la sexti- 
que unicursale 


X = (1 +v) (1 — 4v + 1 ov?) Y = (1 — v} (1 + 4v + 703) 
Z = 16 v? (3 + 0°). 


Or ces points ont été signalés: w centre de y, point double ordi- 


naire (= + rs); puis chaque point de contact de y avec le 


triangle de référence, qui est triple (cycle de degré 3 et classe 1). 
Il reste donc 3 systemes, dont il suffit de discuter l'un: 
X MIA 


RAT Pio 7° 
. 2 
une rotation de żę” dans un sens ou l’autre autour de w donnant 
les solutions des deux autres. On peut prendre ce système sous la 
forme 


Dont lek rte è la 4 
X'HY X'—Y, Z 
ce qui revient à 


one er LE la v3-L 3 v° 


| 1-30°4+ 27044708 © 03843095 
14302. v(3 Lv2) si 
14302! 0(8+02) 
Ce système fournit 2 d points doubles, 2 à 2 symétriques par 
rapport à laxe A — B=0 [(vv) pour Pun des points, (— v, — v) 


(10) 
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pour son symétrique]. En rendant entier et supprimant le facteur 
v — v dans la première équation et v-+ v dans la seconde, puis 
posant 


(11) v+ v =s vv =p 


on obtient aisément 
| T p3(s? + 3 p3) — 88 pt + 3 p?s? — 3 st + 24 ps + 9 ps? — 


— st: p=0 
[+ 3(p+ 17% —0. 


Le mode de calcul adopté pourrait avoir introduit les solu- 
tions étrangères provenant de 1 + 3x? = 0, 1+ 3v?= 0: mais 
grâce à la suppression des facteurs v + v en passant de (10) à (12), 
cette éventualitė a disparu; on voit que la seconde équation (12) se 
décompose en deux équations linéaires; si, dans la première, on 
remplace 7 p8(s* + 3 p?) par — 7 p8(6p-+ 3), on a à résoudre une 
équation de degré 4 en p, puis l'équation 


Vs +(p+1)if3 V+p=0 


pour Calculer le couple (v,v) correspondant à cette valeur de p; 
nous obtenons ainsi 8 couples, donc huit points doubles; done d = 4, 
u =2 et chaque point triple de / compte pour la réunion de 7 points 
doubles. 

Ce qui précède montre qu'étant donnée une droite du com- 
plexe, il existe en général une seule série co! de courbes unicur- 
sales gauches de degré 5 et de l'espèce indiquée ayant 74, 73, Tg 
et cette droite pour tangentes remarquables; pour les points dou- 
bles de /, il y a au contraire deux séries de telles courbes; ici les 
points doubles sont tous imaginaires, sauf w qui est d’ailleurs isolé: 
étant donné un point réel M, la droite issue de M et s'appuyant 
sur les deux génératrices imaginaires conjuguées correspondant 


(12) 


4 12 
imaginaires, parce qu’il faut transformer en quatre droites réelles 
les tangentes fournies par l’équation t4—t? — 74 = O qui n’a que 
deux racines réelles. 

Je ferai remarquer qu’au point de vue de la réalité des cour- 
bes V„ le problème peut se poser autrement: jusqu'ici, en prenant 
trois droites 7, 74, 7, réelles, nous nous sommes bornés au cas où 


U f i è >» y? 1 
a w est réelle et on a deux séries de courbes, |a = — — À 
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l'équation fondamentale a ses racines réelles; on pourrait envisager 
le cas où elle a deux racines imaginaires conjuguées et deux réel- 
les; l’équation fondamentale, par une transformation réelle peut être 
réduite à la forme 44 — t? — a = Q, où a est positif de façon que 
les deux racines imaginaires soient imaginaires pures; on peut pren- 
dre 7, et 7, imaginaires conjuguées, 7, réelle et chercher le com- 
plexe lieu de la droite réelle 7; je me contente de ces indications. 


8. Exemple numérique: m = 6. 
Nous obtenons la courbe V, 
(1) X=t 4+ bat? +a Y = ti +at 
Z= 15: 156? +a+1 O0 =10 8434. 
Nous nous bornons au calcul de b et m: 
{2) b = 32 (t8 + at) m = 96 (1 — 4 a)(t: + at). 


Ce résultat, conforme aux prévisions, prouve bien que les 
quatre tangentes principales sont sur une même quadrique. Par le 
procédé indiqué on trouve 


V C = 128 v5 (1 + v2) 

VA = (1 + v)5(1 — 2v + 5v3) (1 — 3v) = (1 + v) (1 — 
— bv + 11v? — 15v’) 

E aa a + 509 (1 + 30) (+ 

+50+ 1102 + 15 vs) 


(3) 


VC pour la substitution (o EH a dù étre considéré comme 
polynôme de degré 8. On vérifie 
(4) VB — V4 = 128 (05 + v) = VC. 

La courbe / se réduit bien au cercle y en représentation im- 


propre: pour quatre génératrices d'une quadrique, il y a 8 séries 
oo de courbes V, les admettant connue tangentes principales. 


9. Exemple numérique: m = 7. 
Nous prenons 


X=t- 35 at + 7 at Y="7t+21att+a 
D |Z=36L5t:--(a+5)t O=354+21t#2+(a+1) 
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On peut prendre, à un facteur numérique pres b et m égaux à 


— 5 (4a? — ba)t, (4a3-+-7a — 1)t*-H(8a —1)t. 


La proportionalitć de b et m exige a(4 a + 1)? = Q, ce qui 
est une vérification des calculs. Puis on trouve 


pm (Lan -— 6 v + 16 v? — 26 v3 + 31 04) 


(2) V B = (1 — v) (1 +6 v + 16 v? + 26 v! + 31 v4) 
/ C = 28v*(5 + 10 v? + v’) 
Le complexe est de degré 20. On trouve 
| VA+VB+VC=2[1—50*-+100'-+3100°+ 64208 + 63119] 
(3) VA+VB—Vc=2(1— v 


VA—-VB+VC=6505(1+ 0) 
VA—VB-—VC=6405(1— 5 


10. Exposé synthétique du résultat obtenu pour m quelconque. 


Sans le calcul effectif de A, B, C pour m == 4, 5, 6, 7, j'aurais 
été incapable de donner par induction les valeurs générales de 
À, B,C pour m quelconque. Les formules que je donne n’ont pas 
été démontrées directement, mais, comme elles répondent bien 
à l'alternance due à la parité de m, la vraisemblance équivaut pres- 
que à la certitude. D'ailleurs nous avons vu au n° 4 que nous ob- 
tenons les courbes V, successives 


E n 
Cut 0 at" -- Gr zai igor en 
GO NE R = 
OT FG, AOR O: inz DIOR 


(1) 


avec les formules de récurrence, indépendantes de m, 


(2) 02,42 = Ad, C2p+2 = 0% + Cp 


de sorte que les coordonnées pliickériennes a, B, y, À, 4 v doivent 
pouvoir elles-aussi se calculer par récurrence; quoi qu'il en soit, je 
n'ai pas aperçu de méthode simple. 

Je pose à priori 
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| GŁ. At. 9m—1 y” 2 (v — lues — = 9 [2 v (v È di is 
Fe = 


m—1 y= 2 (+ 1}? = 2[20(04- 1)]7 


(1) m 
Z, = 2 (1 — 99)? 


Le changement de v en (— v) permute X, et Y„ et laisse Z, in- 
2(1 — v} 


variable. Remplacer v par T staw, 


ae" remplace v + 1 par 


et v— 1 par ELT d’où les échanges 


2 v(v — 1) 2 v(v + 1) 1 — v? 
4 | 4 | 4 
ev — 9 Pres SSR FE ES) 
= ea gl v?) GE MAN 1) 
ce qui prouve que le point de coordonnées homogènes (Xm, Ym, Zm) 
est remplacé par le point de coordonnées homogènes (Ym, Zm, Xm). 
Pour m impair, nous écrivons pour définir 4,,,41) Boris Cana 


2 ‘zen = mny t Lo md3 X om4 = [ABF + | Coms =. CEJ 
2 CA = an + À 2m+1 Von S V Ora + VAR = V Bany 
2 VOI = Kani + ont Z Qn+1 = VALA + | Bomy Ere Dem 

et nous avons ainsi les coordonnées homogènes 42,413 Bom, Compi 


relatives à la courbe V,,,,: la vérification est immédiate pour Vs 
et V,; la courbe (Xm, Ym, Zm) possede bien les symétries et rota- 


(2) 


por. : v 
tions provenant des substitutions à v de + v, + EEE et 


— | 
+ neri done la courbe (42,41, Bomq1, Compi) les possède égale- 


ment. On a d’ailleurs 


te Du + iù 2) z r 
VA 2041 4- ze + | Com4i — Mami +- Vom + Žom+1 


de sorte que la courbe /,,,, ne se réduit pas au cercle y. 
Pour m pair nous prenons 


(3) De 2 VA: = sz Zom — Yam De 2 VB, == Xom CM Lom 
LO ni Y. Xe 
et cette fois la courbe (4,,, Bom, Com) se réduit au cercle y; pour 


les degrés 4, 6 nous trouvons bien le résultat relatif à V, et Ve. 
On remarquera que, quelle que soit la parité de m, on peut 
écrire 


| Va, = + (v -L Pier [(v — 1)” — Dm—1 pran] — + 1[Z, = è 


— (— 1)” Val 

ca !VBa= 0 1* 04 D"*— 29% + 4[X, — 
au DZ; 

VC, = épi Mia! matien wa arc 


Dans les formules (4), le second membre est calculé sans hy- 
pothèse sur Pentier m et la courbe /,, ainsi obtenue coïncide avec 
le cercle y ou en diffère suivant que m est pair ou impair. Nous 
pouvons donc considérer comme certain que ces formules correspon- 
dent bien, quel que soit l’entier m, aux courbes V,, définies dans 
travail. 

La courbe /,,, se réduit au cercle y en représentation impro- 
pre, donné 4 m — 4 fois; étant donné 4 génératrices quelconques 
d'un même système sur une quadrique, il existe 4 m — 4 séries 
oo $ de courbes V,, tangentes à ces 4 droites prises pour tangen- 
tes remarquables, l’invariant a différant d'une série à l’autre. 

Le complexe ©,m}ı relatif à une courbe Vom}; est de degré 
8m — 4 comme la courbe /,,:,; cette courbe admet chaque point de 
contact du cercle y avec le triangle de référence comme point 
multiple d'ordre 2 m — 1, de classe 2m+ 1; la tangente en ce 
point à /%,,,1 coupe la courbe en 4m points réunis avec le point 
de contact et le côté du triangle donne encore 2 m — 2 points de 
contact tous simples (et imaginaires) avec la courbe /2,41: on les 
obtient en effet par l’équation |/C,,,, = 0, par exemple, débarrassée 
de la racine v = 0, d’où l'équation binôme 


(0 + INF tare (1 me Ds nr 
(9) si ni 


De même |/4,,,, = 0 admet la racine v = — 1 au degré 2 m [et 
non 2m— 1 comme on pourrait le croire d'après les formules (4)|. 

La courbe /,,,, a avec le cercle y comme points communs: 
d’abord les points de contact avec le triangle de référence comptant 
chacun pour 4m — 2, et il reste 4m — 2 points tous imaginaires 
racines de l'équation 


(6)  [2v6— UP [2 0 (0 + DE (1 — ppt = 0, 
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Pour chaque racine v de cette équation, on trouve le groupe de 
racines associées 


v+ 1 v— 1 
(7) SE ©: Eh <q" Ea +59 


de sorte que si m est égal a 3p, l’équation (6) admet v = + Va 


comme racines doubles (points rer: de y); si m est égal 


à 3 p + 1, l'équation (6) admet v = + E comme racines sim- 


ples; si m est égal à 3 p + 2, ahasi nadmet plus les racines: 


i 
= à TE 
une racine était réelle, l’une des substitutions (7) pourrait la rame- 
ner à être comprise entre O et 1: mais alors dans l'équation (6), le 
premier terme est seul négatif et a une valeur absolue inférieure 
à celle du second terme; donc le résultat ne peut être nul!) 

La courbe fsm}, perce l'axe de symétrie A = B au point de 
coordonnées 4 = B = (2°! — 1), C = 2* obteuu pour v = co; ce 
point est extérieur au cercle y. La discussion relative aux points 
doubles est assez pénible, je n’y insiste pas; ils sont probablement 


L'ćquation (6) n’a que des racines imaginaires: en effet si 


1) Pour résoudre l'équation (6), on peut prendre pour inconnue auxiliaire 
— pt |2 
6 (a) . Mais il est plus rapide de remarquer que la courbe [2 v(v —1), 


1—9 
2v(v— 1) 2v( 1 
2 v(v — 1), 1 — v?] est unicursale et l'on peut écrire te À = ZOE sia = 


y 
— p? 
= "avec pe 7+3=% les permutations (7) reviennent à permuter 
xX,Y, de toubes les an possibles. Le point (x, 7,2) étant connu, on a, par 
—— 1 , . y e t 
exemple, izy: L'equation (6) s'écrit x22-1+4 y2m-1 4 222-1 =() et on 


peut supposer x,y,z racines de l'équation auxiliaire X3 = X? + p, où p est 
| unique inconnue; or la méthode des fonctions symétriques donne Sx =1; 
Sa3=1; Sæ? —1+-3p; Su = Sa 1--pSar 3; done $æ*"-1 est un poly- 
nõme en p que l’on égale à zéro et ensuite %,y,ż sont les racines, dans un or- 
dre arbitraire de X! — X? — p = 0. Avoir supposé Sx =1 est permis eu vertu 


te LI 4 + e 2 s 
de l’homogénéité et écarte automatiquement les racines » = + T3 quì corres- 


pondent pour (£,y,2) au point (1,7,7*) Ainsi m =2 donne p=—j;m=8 
donne p = — };m= 4 donne 3pî-+6p-+1=0, etc. 
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tous imaginaires. Ce qui précède montre que la courbe ne traverse 
pas les côtés du triangle de référence, non plus que le cercle y; 
elle se compose d’un seul ovale compris entre le cercle y et le trian- 
gle de référence; quand m augmente indéfiniment, /,,,, tend à se 
confondre de plus en plus avec le périmètre du triangle de réfé- 
rence. On trouve aisément l'équation irrationnelle du complexe: on 
a en effet 
2(v03 — v) 2(uż--v) 1—v? 


(8) PS RE a TA 


PW | Yom+: (ZAA, 


d'où l'équation 


(9) enr otre ad apil Li — =l. 
maż: Ę Y om4 FATTA 


L'équation rationnelle respecte la symétrie des droites 7, 7,, 
Tą, T, et, comme on a posé 


(10) A = (01)(23)  B—(02)(31)  C—(03)(12) 


cette équation rationnelle doit être de la forme 
11 PISO ar Gór B ABC |= 
A THEBA T Aa 
Dans le cas présent chaque fraction 
(12 za = BG bar ABC 
At Be De ra ETT 
v— v’ 


oa) la courbe (E, 7). 


est unicursale et de degré (47 — 2) seulement, tandis que /,,,, est 
du degré double 8 m — 4. 
On pourra remarquer encore que, dans l'expression de B, 


+ VB, z. (v nd ca 1)zzę [(v —- long” be, gm_2 O Fe) 
(v + 1)" — Zk pv? 
NT | 
| Mes || + (m — 1)v +.. 
dont tous les coefficients sont entiers et positifs et s'obtiennent par 
le tableau triangulaire 


dépend rationnellement du parametre | 


est un polynòme entier en v 


l’expression 
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i 
Pas „1 l 3 
Press 1 4 7 a B 
Po lembi ‘16 y 
Resa". | l 616/26! «31 
de: „5%. . Marian 42a15% 1, 63 


Sur chaque ligne le coefficient de gauche est 1; ensuite chaque 
terme est obtenu par le schéma y — a + B mis en regard du ta- 
bleau, tant que y ne dépasse pas à droite la ligne déjà écrite au 
dessus; la ligne de rang (n + 1) compend un terme de plus que la 
ligne de rang (m) et ce terme est le double, plus un, du dernier 
terme de la ligne (n). Dans chaque ligne P,, la somme des termes 
équidistants des extrêmes est constante et égale à 2”? On a done 


+ VB, cià (v Dr 1" P, 


et + VA, se déduit de ce résultat en changeant v en (— v). Quant 
a Cm, écrit sous la forme 


T miga CED € 
an VO, - v 3 | 


on remarque que le polynôme 


SUS B= (1 — v)" 


Mz" DI 
m 


a ses coefficients entiers et positifs, égaux à ceux du binôme 
(1+ x)", de 2 en 2; or dans la ligne P, les différences succes- 
sives des termes donnent précisément C1,,, C? Case 


mz 


11. Autres exemples de courbes avec configurations remarqua- 
bles de quatre tangentes. 


Les transformées par dualité des courbes V, déterminées ici 
sont de nouveaux exemples de courbes gauches unicursales avec 
quatre tangentes remarquables; par exemple, pour une courbe V,, 
on a une développable, formée par les tangentes, de classe 6; pour 
un point à plan osculateur stationnaire, le plan osculateur compte 
pour 4 dans les 6 plans tangents à la développable, issus de ce 
point. Par dualité, on a donc une courbe unicursale de degré 6, 
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ayant 4 points de rebroussement ordinaire (une courbe ordinaire 
gauche unicursale de degré 6 admet 12 points à plan osculateur 
stationnaire; ici chaque point de rebroussement absorbe 3 de ces 
points). La transformée par dualité de chaque courbe V„ est une 
courbe toujours avec 4 points de rebroussement (d'espèce de plus 
en plus compliquée à mesure que m augmente), avec 4 tangentes 
remarquables correspondantes. Toutes ces courbes dépendent de 16 
paramètres métriques et introduisent les complexes transformés par 
dualité des complexes étudiés précédemment (pour m impair), tan- 
dis que pour m pair, on retrouve quatre droites appartenant à une 
même quadrique. 

Pour toutes ces courbes Y,, ou pour leurs transformées par 
dualité on a les remarques suivantes à faire; soit le complexe 
Cm relatif à 3 droites 7,, 7,, 7, données; dans toute transforma- 
tion homographique conservant 7,, 7, T, (chacune dans son ensem- 
ble, ou les échangeant les unes avec les autres), le complexe ©. 
se transforme en lui-mème; donc bien que la transformation homo- 
graphique générale de l’espace dépende de 15 paramètres, les trans- 
formés de @m ne contiennent que 12 paramètres, parce que l'on 
peut disposer des 15 paramètres de la façon suivante: trois pour 
ne pas changer le bloc 74, 7,, 73 et ensuite 12 pour le transformer 
eu un autre bloc (7”,, T's, 774) où les nouvelles droites sont choi- 
sies arbitrairement. D’autre part ©,4, se transforme évidemment 
en lui-même dans toute transformation dualistique qui conserve 7, 
Ts, T3. En effet si 7 est une droite du complexe ©,,4:, on peut 
imaginer l’un des col complexes linéaires © contenant 7, 73, 7, 
et T; par dualité relativement a ©, la courbe Vn}, devient une courbe 
Wony à quatre rebroussements avec 7, 7, 74, 73 comme tangen- 
tes principales; donc si 4 droites 7, 7,, 74, 7, sont tangentes prin- 
cipales d'une courbe V,,,, (ou Wampi) elles sont aussi tangentes prin- 
cipales d'une courbe W;,,, (ou Vangi): donc le complexe @,,, coin- 
cide bien avec son transformé dans toute dualité qui conserve 74, 
Tą, Ts, (et il y a 6 séries co’ de telles dualités), en bloc. 


Si nous prenons une courbe V,„, on peut obtenir encore qua- 
tre tangentes remarquables en prenant la forme hessienne de #4 — 
— tł — a; pour m pair, on a encore quatre génératrices d’une qua- 
drique; pour m impair, on définit un nouveau complexe (donnant 
lieu aux mêmes remarques pour les homographies et dualités). Pour 
m = 4, le résultat est bien connu; car la forme hessienne donne 


Rocznik Pol. Tow. Matem, T. VIII. 5 
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les points où la tangente à la courbe V, rencontre de nouveau la 
courbe, de sorte que ces tangentes appartiennent à la quadrique 
lieu des cordes triples de la courbe. 

On peut imaginer bien d’autres droites remarquables liées à la 
courbe: on peut prendre par exemple les points doubles des trois 
involutions possédées par la courbe et les tangentes correspondan- 
tes, ou les droites joignant ces points deux à deux, ou les droites 
d'intersection des plans osculuteurs ...; on peut combiner des droi- 
tes remarquables d'espece différente; la conclusion est que quatre 
droites remarquables donnent lieu en général à un certain complexe. 

Je prends maintenant une courbe qui dépend de moins de 16. 
paramètres: par exemple la courbe /, de degré 4 


(1) li VR cicli cal 


admet deux points d'inflexion t= 0, t= oo qui absorbent chacun 
deux des points à plan osculateur stationnaire auxquels a droit une 
courbe gauche unicursale de degré 4; les quinze paramètres de la 
transformation homographique générale peuvent se répartir ainsi: 
un premier, À, pour la transformation 


(2) CE ip NZ O0 = 6 


qui reproduit la courbe et quatorze qui sont les paramètres métri- 
ques dont dépendent les courbes gauches / unicursales d'ordre 
4 à 2 inflexions. Une telle courbe semblerait donc définie par les 
2 tangentes inflexionnelles (8 conditions), puis deux tangentes quel- 
conques (6 conditions nouvelles). Le raisonnement déjà fait montre 
que si lon considere trois droites fixes, dont deux sont 7, et 73 
tangentes d'inflexion, et la troisième 7; tangente quelconque, il y a 
003 courbes tangentes à 74, 7, Ta; [o étant l'une et À, la déve- 
loppable des tangentes à [„, la dóveloppable R, au cours des 
oo 3 homographies conservant 7,, 7;, 73 engendre un complexe © 
dans lequel on doit choisir la quatrième tangente, pour obtenir une 
véritable solution. 

Pour obtenir ce complexe, remarquons d’abord que, dans la 
transformation (2) qui ne change pas /, le point t est remplacé 
par le point 7=A#t, de sorte que nous pouvons, sans restreindre, 
supposer que la tangente 7; correspond à t= 1; quant aux tan- 
gentes inflexionnelles, elles correspondent toujours à t = Q et t = co. 
Les coordonnées plückérieunes de la tangente £ sont 
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(3) a=4t, b=3t?, c=1, lL=— 21s, m=3t, n= — #6 


et nous avons pour les tangentes 7,, 74, 73, 74 ou (0, œ, 1, t) 
le tableau 


T0 0.1 Ą0.0 0 
V0 400 09/7076 1 
CS EC EE 


T, 468 3 1 — 259 3t — dé 


On calcule aussitôt 


(4) (12) =1 (13)=—-1 (14)=—t (23)=1 (24)=1 
kc (34) = — t6 - 9146 — 1648 +98 — 1 

(5) A = (14) (23) = —t° B= (24)(31) = — 1 

= E i T AA NY 


Nous avons donc un complexe de degré 6, correspondant å la courbe 
unicursale y 


A AT-C+ B 
a= = t’ B=" Lou 160498 
Cette courbe y a deux de rebroussement de seconde espèce t = 0. 
t = co dont chacun est équivalent à 3 points doubles; il reste pour 
y quatre points doubles imaginaires; on constate enfin que l’ex- 
pression 


A? + B*+- (2:—2 BC — 2 CA — 2 AB =(4 4+ B— ()2—44B= 
= (81 — 4a) 
est toujours positive, car 
p? — 4a = (9 tt — 18184 912)(9 it — 1443 + 942) = 9 t4 (t — 1)? (9 13— 
— 14t +9). 
De la sorte, deux tangentes quelconques réunies aux deux taugen- 
tes inflexionnelles (supposées réelles) ont toujours deux sécantes réel- 


les et distinctes. Je ne traite pas le cas d'une courbe / ayant deux 
tangentes inflexionnelles imaginaires conjuguées. 


Sur certains sous-groupes du groupe de 
Fredholm. 


Par 
J. Delsarte. 


Maître de Conférences à la Faculte des Sciences de Nancy. 


Préliminaires. 


Nous nous proposons dans ce mémoire d’étudier le ,groupe de 
Fredholm“. Rappelons d’abord la définition de ce groupe. Consi- 
dérons pour cela l’espace fonctionnel des fonctions de carré som- 
mable f(s), où nous supposons que la variable s varie dans l'inter- 
valle (0,1). Nous appellerons transformation linéaire de Fredholm 
la transformation 


JOSZOENESCYCH 


que nous désignerons souvent par le symbole 
g=K[f] 


Nous dirons que K(st?) en est le noyau. Cette transformation 
fait correspondre à une fonction de carré sommable quelconque 
f(s) une fonction g(s) de même nature pourvu que le noyau K(st) 
soit de carré sommable par rapport à la variable ż. Nous suppose- 
rons en outre que K(st) est aussi de carré sommable par rapport 
à la variable s de telle sorte que la transformation associée existe 
également. 

Soient K et H deux tels noyaux. Des relations 


IO =F) | KESO d 
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(8) =9() + [Eeh gi dt 


on tire 


19=/6+ [LO 


en posant 


1 
TEO KGORE B(s2) + | H(ou) Klut m 
0 
Nous ćerirons symboliquement 
fret 


On voit sans peine que le noyau produit L est de carré sommable 
par rapport à s et { pourvu qu'il en soit ainsi de K et H. Si done 
nous nous bornons à considérer les noyaux K(st) vérifiant cette 
condition nous voyons que les transformations 


g = K[f] 


forment un groupe que nous appellerons le groupe de Fredholm. 
La théorie classique de Fredholm s'applique comme il est bien 
connu à ces noyaux. Il en résulte que la transformation 


g = K[F] 


est en général résoluble. (Il faut et il suffit pour cela que ÀA = — 1 
ne soit pas une valeur singulière pour le noyau K (et)) 

Nous désignerons par K~? la valeur prise par le noyau résol- 
vant de K(st) pour A=—1 changée de signe. Par suite les 
équations 


g=K[/]; f= KT [9] 


sont conséquences lune de l’autre. 

Continuant une série de recherches instaurée dans notre these, 
a laquelle nous renvoyons!) pour la compréhension de ce qui suit, 
nous nous occuperons ici de l’étude de ce groupe de Fredholm 
et plus particulièrement de la détermination des sous-groupes de 
toute nature qui y sont contenus: 


1) These. Les rotations fonctionnelles, Annales de la Faculté des 
Sciences de Toulouse. 1928. 
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Sous-groupes discontinus finis, continus finis et continus infi- 
nis. Nous étudierons aussi les équations intégro-différentielles et aux 
dérivées fonctionnelles attachées à certains de ces sous-groupes. 

Dans la première partie de ce travail nous nous attachons 
à l'étude des groupes discontinus finis contenus dans le groupe de 
Fredholm. 


PREMIERE PARTIE. 
Les sous-groupes discontinus finis !). 
I 


Sommaire. — Forme quadratique invariante. — Groupe de rota- 
tions fonctionnelles non-euclidiennes. — Théorème de la dilatation. — 
Les groupes discontinus. — Généralisations. 


1-Forme quadratique invariante. 


Un tel groupe discontinu d'ordre » sera formé par n transfor- 
mations de Fredholm ayant pour noyaux: 


Ces noyaux seront distincts et l’un d'eux correspondant a la 
transformation identique sera nul. De plus on aura puisqu'il y a 
groupe 

KK, =K, (OE RZ. sn) 

Soit f(s) une fonction quelconque de carré sommable, et 


fis) = K;{f] 


ses différentes transformées. La quantité 
anl 
1 
SHF =Y [Roas 
1 10 
considérée comme une fonctionnelle de /(s) est évidemment inva- 
riée par les transformations du groupe. On a 


1) Les principaux résultats contenus dans cette section out été énoncés 
dans une note présentée aux C-R de l'Académie des Sciences le 13—2 — 1928 
et intitulée: note sur les transformations linéaires fonctionnelles et les rotations 
fonctionnelles non-euclidiennes. 
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Elle est de plus essentiellement positive et ne peut s'annuler 
que si f est une fonction presque partout nulle. On a en tenant 
compte de la valeur de /,, 


froa= froa+ | favororoat 


où ð (st) est un noyau symétrique ne dépendant que de K,, et donné 
par la formule 


A (st) = A(ts) = R{ K(st)|}= Kst) + K,(ts) + f K.(us)E;(ut)du, 


de telle sorte que Fon a 


7 SfD=|/ Podst | [IDOS Odsat= FF) 


avec 
PAS à re 
Z (st) = n ka H (8 t). 
1 
F{|f|} est donc une forme quadratique fonctionnelle de f, rentrant 
0 


dans le type de Fredholm, elle est essentiellement positive, nulle 
seulement quand f l'est presque partout. De plus elle est invariée 
par les substitutions du groupe fini considéré. 

Nous sommes donc amenés au problème préliminaire suivant: 

Déterminer le sous-groupe continu infini du groupe de Fred- 
holm qui laisse invariante une forme quadratique positive donnée. 
Les sous-groupes discontinus cherchés seront alors tous les grou- 
pes discontinus finis contenus dans un quelconque de ces groupes 
continus infinis. Remarquons que le groupe des rotations fonction- 
nelles étudiées par nous dans notre thóse, et défini par l’invariant 
positif 


Fi 


= frs 


est un cas particulier des groupes infinis: précédents. Nous donne- 


12 


rons, par analogie, a ces derniers le nom de groupes de rotations 
fonctionnelles non-euclidiennes. C'est è leur détermination que nous 
allons consacrer les paragraphes suivants. 


II. 
Dilatations fonctionnelles. 


Théorème de la dilatation. 


Definition, — Nous appellerons „dilatation fonctionnelle“ une 
transformation de Fredholm dont le noyau est symétrique. 

Nous aurons besoin dans la suite du théoreme suivant qui gé- 
néralise un fait bien connu dans les espaces à un nombre fini de 
dimensions: 

Toute transformation de Fredholm est le produit d’une dilata- 
tion fonctionnelle et dune rotation fonctionnelle euclidienne. 

Nous avons rencontré dans la théorie des rotations fonction- 
nelles euclidiennes deux quantités attachées à un noyau K(st) et 
qui jouent un rôle important: ce sont les expressions 


R{|K(st)|} = K(et) + K(ts) + /Ktus)klutjdu= R (st); 


S£|K(st)|) = K(st) + K(ts) +|kcdktddu= S(st) 


ce sont deux noyaux symetriques qui sannulent simultanément lors- 
que K(st) est un noyau de rotation, ce fait caractérisant alors un 
tel noyau. 

Ajoutons que si K et H sont deux noyaux quelconques et L 
le noyau produit: 


L (st) = KH = K(st) + H(st) + f Heu) K (ut) du 


on a 


R[L]| = K(st) + Kits) + H(st) + H(ts) + [HEUK (ut) du + 


+ | H(tu K(usjdu 
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+ fKtus)E(ut)du+ | Hu) H(utau+ [Eus H(ut) du + 
+ Hun Ends 


4 fHUuNEW9E()dvdr+ f | Hu) KH) dvd 


m JEU HUDE (ddt | [Hius) Hun KO du: 


+f f fau) K 6) A) Kwdudrdwi 


et une formule analogue pour S[L]. On a ensuite par quelques trans- 
formations simples: 


B{|L(st)|} = E4|K(st) |) + R{|H(st)|} 


+ [BEGu|) Klutddu+ [ RĘ|E(ta)|) K(usjdu 


+f fa KORI Elwo)|)dua, 
et de móme: 
S4|L(st)|) = S4|K(st)|) + S+|H(st)|) 
+ | H(su) S4|Ktutj|au- | Hut) S4| Klus|ydu 


+f face s{lr(ul}aud, 


Nous retiendrons de ces formules les faits suivants: 
Si H est un noyau de rotation fonctionnelle euclidienne on a 


R{|H|}= S{|H|}=0 
et par suite 


R[L] = R[KH]= R[K] 


74 
quel que soit le noyau K. De meme si K est un noyau de rotation 
fonctionnelle euclidienne, on a 

RIK]= S[K]— 0 


et par suite 
S[Lì= SIKH]= S[H 


quel que soit le noyau H. Ceci posé considérons deux noyaux di- 
stincts K et H tels que l’on ait 


RIAS RH) 


et les transformations de Fredholm correspondantes: 


g6)=ZX[/] 7e + 3) K(s8)f(0dt 


k()= H(/] =/(e) + fi H(st)f(t)dt; 


Nous avons alors ° 


j gd = frod + ij gi R{|K(s)}f(/(Mdsdt; 


VEE = froë+f f RUHGA WAAt 


et par suite 
1 1 
fed = [P()ds 
0 0 


quel que soit f(s) Or si par exemple K est un noyau rósoluble;on a 
f=K {ol 
puls 
k = H[f] = Lig] 
en posant 
DZKA H 
La fonction g peut alors être considérée comme arbitraire et 
la relation 
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feta: = [pod 


ayant lieu quel que soit g nous voyons que L doit ètre un noyau 
de rotation euclidienne. Par suite on a alors 


H= KL 
L étant de rotation. De meme Z étant toujours résoluble, on a aussi 
KH He} 
où L’ est de rotation. De plus H est alors aussi résoluble. 
Nous désignerons par K le noyau associé de K: 


K (st) =K(ts) 


et nous remarquerons que 


S[K|=R[K] 
et de plus que si 
L=KH 
on a 
L=HK 


gomme le montrent immédiatement les formules de composition. 
Dans ces conditions sì K et H sont tels que 


Na dee S[K] = S[H] 
K et H sont tels que tar w? 

R[K] — Rp) 

Si donc K et par suite À sont résolubles, on a, d'aprés ce qui 
précéde "ze" 
H=KL 
où L est de rotation, et par suite 
A= ALA 


où L’ est de rotatation comme son associé L. 

Toutes ces remarques étant faites nous allons montrer que K 
étant donné, quelconque et résoluble, on peut toujours trouver deux 
noyaux symétriques et résolubles o et ç, tels que 


R[o]=R[K]; 8[s] = S[K] 
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Considérons par exemple 
R[K|=2 (st) 


C'est un noyau symétrique, il est de plus tel que la forme 
quadratique fonctionnelle 


F{|f}) = fr@ds+ | f ZGAFOFHdsdt 


soit essentiellement positive, (toujours positive et jamais nulle). On 
a en effet 


F{1{1}=f#925+f [RUKNIGA dsdi 


j 


égalité qui prouve notre assertion; [K (st) étant résoluble, la fonction 


f(s) + J Kuna ds 


fa + J K(st) /(t)dt 


ne peut être presque partout nulle que s'il en est ainsi pour f(s);] 
Ceci étant, désignant par une fondamentale du noyau sy- 
métrique 2, et par p la valeur singulière correspondante, telle que 


PO =p [Zepi 
on a 


1 1 - 
F = |1 E 2(s)d 
d/h=( Fa? (ds, 
et la condition 


P{|$]}>0 


entraîne 


1 
14->0 
Ta > 
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et donc 
p>0 cu p>—l1 


Les valeurs singulières de 2 sont donc extérieures à l’inter- 
valle (0; — 1). En particulier aucune n’est égale à — 1; et 2 est 
résoluble, 

Passons maintenant à la recherche de o. On a 


R[o] = 2 0 (st) + o? (st) = S[o] 


puisque a est symétrique, Remarquons que nous avons là le noyau 
de la dilatation carrée de o. 
Nous avons donc à résoudre l'équation fonctionnelle 


2 o(st) + o?(st)— 2 (st) 


ou encore à chercher le noyau de la dilatation racine carrée de 
celle de noyau 2(st). 


1) Toute fondamentale œ de o(st) est fondamentale 
pour 2(st). 
Soit p(st) cette fondamentale, et p la valeur singulière corres 


pondante, telle que 
1 


66) =p fotdy(ddi 


Caleulons 
1 1 1 9 1 
d = 9 O d g® d = | — -= 
1 Z(st) p(t) di } (st) p(#) dé + f (st) (#) dt (+ | #0) 


égalité qui démontre notre assertion. De plus les valeurs singulières 
u et p de À et de o, correspondant à la même fondamentale g(s) 
sont liées par la relation 


Ani | | 
== -=|1+-—| —1 
ju p Tps de 
d'où on tire 
1 1 
Isis VE 
p T, 


p est certainement réel puisque u est extérieur à l’intervalle (0; — 1). 
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De plus u étant différent de — 1, il en est de même de p; donc o 
s’il existe est résoluble. 


2). Toute fondamentale de 2 est fondamentale pour o. 


Soit $ une fondamentale pour 2, u la valeur singulière cor-- 
respondante telle que 


$(s) = y JZehpat, 
posant 
v60 fr EMP 


à cause de la valeur de 2, on a 
1 1 1 
Os MAT feed 
0 
La fonction w (s) est done solution de l'équation de Fredholm 


LEE ; freni 


: ; : ; : . —1 
équation qui est résoluble et a une solution unique si fat n'est 
pas une valeur singulière pour le noyau. Or c'est bien le cas car 


1 : 
si on fait p = "RA dans la relation 


CE 


qui lie deux valeurs singulières correspondantes p et u de o et 2, 
on trouve 


ce qui est impossible. 

D’autre part étant une fondamentale de 2, c’est d'aprés ce 
qui précéde une fondamentale de o, ou uue fonction orthogonale 
à toutes les fondamentales de o (puisque deux fondamentales dis- 
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tinctes d'un noyau symétrique sont orthogonales). Dans le premier 
1 
cas y(s) est de la forme AC et dans le second y(s) est nulle 


d’aprés une propriété classique des noyaux symétriques. Or cette 
seconde hypothèse est incompatible avec l’équation de Fredholm 
vérifiée par y/(s); on a donc forcément 


Yr(s) =; #0) 


Il y a donc en définitive identité entre les fondamentales de 2 
et de s. Soient alors 


Pr; Pas... ; Dai... 


le système orthogonal et normal formé par ces fondamentales. 


Hs Haise 3 Hnj*** 
les valeurs singulières correspondantes pour 2. 
2 (st) admet le développement de Fourier convergeant en: 
moyenne 


2 (st) - > Ps) 4 a 


et la série 


converge. 
De même si 
P1; P23 ..... TUTELLE 

sont les valeurs singulières correspondantes pour o, liées aux u par 
les formules 

1 y (io 

— ==—14+]/1+— 

Pi Hi 
o (st) sera donnée par le développement de Fourier convergeant 
en moyenne 


o (st) - > PORC 


pourvu que la série 
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2-5 


i Pi 


converge. Or la série 
peyteywjj 
|= here) ke | 
i Hi 


converge évidemment en mème temps que 


et Fac 
z|-1-|1+1] 


; ; 1 
est évidemment divergente. Il suffit donc pour que 2 -; converge 
i Pi 


de prendre pour un nombre fini d'indices le signe — devant le ra- 
dical, et pour les autres le signe +. Nous voyons done qu'il y a une 
infinité dénombrable de solutions et de noyaux o tels que 


R[o] = 2 


qui sont donnés par les développements de Fourier précédents. 
Une analyse toute semblable s’applique à la recherche des 
noyaux ç tels que 


Connaissant ensuite les noyaux résolubles o et ç nous avons 
vu plus haut que l’on avait 


K=orz=zr'c 


où r et 7 sont des noyaux de rotations euclidiennes. 

Nous voyons donc qu'un noyau résoluble quelconque se met d'une 
double infinité (dénombrable) de manières sous la forme d’un produit 
dune dilatation et d'une rotation euclidienne. 

On pent eucore préciser ce résultat. Nous aurons besoin pour 
cela de quelques définitions. 

Nous appellerons transformé d'un noyau H par un noyau K 
le produit symbolique 

K"HK 


dont la valeur est, d'apres la formule de composition: 


81 
H(st)= H(st) + f Kw Hlutdu + | Heu E (ut) du 


st J J K(su) H(uv)K-!(vt)dudv 


Dans le cas où K(sżł) est un noyau de rotation euclidienne, on a: 


K (M =K (ts) 


et par suite 


H(st) = H (st) + | Kisu) Hlutjdu + | Aou E (tu) du 


+f | KG) HU dar 


Si de plus (st) est symétrique on a 


H(ts) = H(ts) + f Kitu H(us)du + [At K(su)du 
+f [Eta H(uv) K(sv)dudv 
= H(st) + f Ktos Ætut) du + | Heu Ktu) du 


+f | Ken st) xtH)an dr — He. 


Ce qui montre que le transformé d’un noyau symétrique par 
un noyau de rotation est encore symétrique. 

Remarquons encore que d'une manière générale, si on désigne 
par À le transformé de H par K; et si on désigne par $ une 
fondamentale de H et par p la valeur singulière correspondante, on a: 


H[g] =(1+0).9 


Rocznik Pol. Tow. Matem. T. VIII. 6 
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puis 
Et Kg) = EHK IKI} = (1 +5) Eta] 


qui montre que K[4] est une fondamentale de Æ avec la valeur 
singuliere p. Inversement d’ailleurs, comme 


H=KHK 


est transformé de H par le noyau K~; si 1 est une fondamentale 
de H et p la valeur singulière correspondante, K-"[y/] est une fon- 
damentale pour H avec la même valeur singulière. 

(Remarque. Dans tout ceci K est naturellement supposé ré- 
soluble de telle sorte que K[g]| et Æ7'[ÿ] ne soient pas nulles 
partout, sauf le cas où il en est ainsi de œ et y). 

On vérifie d’ailleurs sans peine que H et H ont mêmes traces 
et partant même déterminante fondamentale. Par exemple soit 4, 
la première trace de H et 4, celle de Æ; on a 


EPE: K(su) + K (su + 


1 
+ | EGEO H(us)duds= À, 


ceci à cause de la relation 
KK "szz0 


qui exprime que K™ est l'inverse de K. 
Ceci posć revenons aux ćquations 


K= or=r ç 
où o et ç sont symétriques et où r et 7” sont des noyaux de rota- 
tions, Considérons le noyau 
sma arl 
Oi =r OT 


symétrique d’aprés ce qui précède. Il a mêmes valeurs singulières 
que o et ses fonctions fondamentales forment un système orthogo- 
nal qu’on obtient en appliquant la rotation de noyau r au système 
orthogonal formé par les fondamentales de a. De plus on a évi- 
demment. 
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K =or =ro;, =rę 
et 
S[K] = S[ro,] = S[o,] = Sis] 
donc o, est solution de l’équation 
S[ę] = S[K] 


De plus les fonctions fondamentales de S[q] == O(st) sont les 
mêmes que celles de o, et de ç, et les valeurs singulières u de © 
liées aux valeurs singulières correspondantes p de ç et de c,, par 
les formules: 


1 1 a 

= de =|- 1) 

u r p T | 
sont les mêmes que celles du noyau 


car ces dernières y’ sont liées à celles p’ correspondantes de o par 
les formules 


1 1 z 
—-+1=(+ 1) 
u p 
et nous avons vu que o et o, avaient les mêmes valeurs singulières 
oa 
(Remarquons qu'à la valeur singulière u de 2 et de © correspond 


la même valeur singulière p pour o et o,: à savoir l’une des ra- 
cines de 


z+1=(5+1) 


mais que la valeur singulière correspondante de ç pourra être l’au- 
tre racine de cette équation. C’est pour cela que g et o; sont deux 
noyaux différents. Mais ils ont un nombre infini de noyaux cano- 
niques communs et ne different que par un nombre fini de noyaux 
canoniques). 

Nous voyons done qu’en résumé: 

Quelque soit le noyau résoluble X, les deux noyaux symé- 
triques 

R[K]=2(st); S[K]== O(st) 
6° 
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ont les mêmes valeurs singulières. Les fonctions fondamentales cor- 
respondantes forment deux systèmes orthogonaux semblablement 
ordonnés; c'est à dire que l’on peut passer de l’un à l’autre par 
une rotation fonctionnelle euclidienne, la correspondance biunivoque 
ainsi réalisée étant de plus telle que deux fonctions se correspon- 
dant aient les mêmes valeurs singulières dans À et dans O. Le 
noyau K peut se mettre d'une infinité de manières sous la forme 
du produit d’une rotation euclidienne et d’une dilatation 


ŚW > 2 


Parmi ces formes de X il faut remarquer les formes en cor- 
respondance 
Kasor=vo, 


où figure la même rotation de noyau r; o, est alors le transformé 
de o par r, et la rotation r est l’une de celles faisant passer du 
système des fonctions fondamentales de 0,, (ou de ç, ou de 6) 
à celles de a, (ou de À). 

Ajoutons enfin que les deux formes quadratiques 


fras +f zdradzać 


f AE | ferre 


0 


et 


sont définies, et que par suite les valeurs singulières de 2, (et de O) 
sont extérieures a l'intervalle (0; — 1). 


III. 


Groupe de rotations fonetionnelles non euclidiennes. 


Il est maintenant bien aisé, en se servant des résultats du 
paragraphe précédent, de déterminer le grouve continu infini des 
rotations non euclidiennes invariant la forme quadratique définie 
donnée 


F{{}=fP9d+f [sense raser: 
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Cette forme étant définie, les valeurs singulières du noyau § sont 
extérieures à l'intervalle (0; — 1); et on peut par suite trouver un 
noyau K tel que 

R[K]}=S. 


Il sutfira par exemple de résoudre comme nous l’avons indi- 
qué l'équation 
M|aj=$ 
et de prendre ensuite 
RA or 


où r est un noyau de rotation quelconque et o un noyau symé- 
trique. Remarquons qu'on a 
ci se S 


et par suite 


r{f}=f [o + freyroa ds 
Soit alors 


g == OH freni a: 


une transformation quelconque du groupe cherché; on a par hy- 
pothèse | 


F{|al}= F{1f1) 


finta ferma 


posant alors 


fi = K[}]; 9, =K([g] 
puis 
k=K-kK 
on a évidemment 
Ga = kff] 


et la transformation de noyau k, transformée ou noyau k par K, in- 
varie la distance euclidienne 
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J OL 


c'est donc une rotation euclidienne. 
Nous voyons donc par suite que la forme des noyaux de ro- 
tations non euclidiennes attachés au noyau symétrique S(st) est 


(At 


où p est un noyau de rotation euclidienne, et où le noyau K est 
tel que 
R[K]}=S. 
Tenant compte de 


on a 
k =ar oo 
et comme 
opr 

est encore une rotation euclidienne nous voyons que: 

Le groupe infini de rotations non euclidiennes attachées au 
noyau symétrique S est le transformé du groupe des rotations eucli- 
diennes par tout noyau K"' tel que 


R[K] = S 


et plus particulièrement par un quelconque des noyaux symétriques 
o! tels que 
o © 


noyaux que nous avons appris à former. 


IV. 
Formation des groupes discontinus. 


La détermination des groupes discontinus contenus dans le 
groupe de Fredholm est maintenant tout à fait immédiate. Soit 
un tel groupe, d'ordre n, formé de transformations ayant pour 
noyaux 

AUS Ks, ME 
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Nous avons vu que toutes ces transformations laissaient inva- 
riante une certaine forme quadratique définie 


frois +f fsenroroarar 


Elles font donc partie du groupe des rotations non euclidien- 
nes attachées au noyau Ś, et par suite sont de la forme 


K; = o ka 


où o est un noyau symétrique déterminé, et où k, est une rotation 
euclidienne. 

Le groupe considéré est donc le transformé, par le noyau o, 
d'un groupe fini de rotations euclidiennes. J'ai montré dans ma 
thèse, et dans un mémoire à paraître '), que ces groupes étaient 
isomorphes aux groupes des polyèdres réguliers des espaces eucli- 
diens à n dimensions, n étant aussi grand que l'on veut. On sait 
depuis longtemps que ces groupes sont mériédriquement isomorphes 
à ceux des polyedres à trois dimensions °). On a donc le résultat 
suivant: 

Les groupes finis contenus dans le groupe de Fredholm sont 
isomorphes aux groupes finis de rotations fonctionnelles; partant ils 
sont isomorphes aux groupes des polyèdres réguliers des espaces à n 
dimensions, et donc aux cinq groupes polyedraux classiques. 


V. 


Retour sur le groupe des rotations non-euclidiennes. Généra- 
lisation de la théorie. 


Nous consacrerons ce paragraphe à quelques propriétés du 
groupe infini continu de rotations fonctionnelles non-euclidiennes 
rencontré plus haut. Nous avons vu que ce groupe était constitué 


1) Sur les groupes finis de rotations fonctionnelles. Rendiconti del circolo 
matematico di Palermo. 1929. 

3) Je ne connais pas de démonstrations générales de ce résultat. Cepen- 
dant il est démontré pour l’espace à quatre dimensions, ce qui donne les six 
polyèdres de Strengham. On sait d’autre part que les seuls polyedres des 
espaces à plus de quatre dimensions sont le tétraèdre, le cube, et l'octaedre 
généralisés. Le résultat en question apparait donc comme trés probable. 
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de transformations ayant pour noyaux 
H =orc" 
où r est un noyau de rotation fonctionnelle euclidienne et où o est 
un noyau symétrique tel que 
Gł = S. 
Les transformations du groupe laissent alors invariante la 
forme quadratique 


FiA = froast f fseororwasar 


L'associć H de H est évidemment 


H= oro =0o To 


puisque o est symétrique. L'inverse de H est par suite 


et 


donc 
H` = oro =o oro lo ?= S1HS. 


Nous voyons par suite que l’inverse de lassocié de H est le” 
transformé de H par le noyau S. Cette propriété généralise celle 
des noyaux euclidiens qui sont tels que l'inverse de leur associé 
soit le noyau lui-mème. 

Remarquons d'autre part que les conditions vérifiées par un 
noyau de rotation euclidienne 


(CA FÀ ERU = 
peuvent s'écrire 
rr = rr 20 
Elles expriment justement le fait précédent. 


Nous sommes donc amenés è considérer les opérateurs 


Rs[H]}= © H SH; ‘Ss [H] = HS"HS 
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Les équations 
ks[H]=0; Ss[H]}=0 


sont vérifiées par tout noyau de rotation fonctionnelle non eucli- 
dienne relativement au noyau S; elles sont alors équivalentes. Dé- 
veloppées elles s'écrivent 


Rs[H]= Hfet) + H(és) + | Hus) Huidu + | Stus) H(ut)du 
+ f Hu) s” (tu) du +f | Sed H(uv) S7'(vt)dudv 
+ f JEtusSW)Evyduw+ | | Hs) Hu) ST (vt) du da 


eM H(us) S(uv) H(vw) S(wt) dudvdw = 0 


et de meme pour “Ss[H]. 
On les obtiendrait directement en écrivant l’invariance de 


F{|fl ), De plus on a évidemment 
0 
Rs[HK]= S'HKSKH—=S HS. {R[K]}. H 
et 
S[HK]=KHS"HKS=K.(S;[H).S-"KS 


de sorte que si 


Rs[K] = 0 
on a 
Rs[H K] = Rs [H] 
et sl 
‘Ss [H] = 0 
on a 


‘Ss [H K] ='S;[K]. 


On est alors conduit à rechercher pour tout noyau résoluble 
une décomposition analogue à celle trouvée plus haut en une dila- 
tation et une rotation euclidienne. 

Nous nous sommes servis pour cela de l'identité 
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Je0du=| reds J RUKGADAOFO dsdi 


vérifiée quand 
g = K{f]. 


Ici posons 
7 1 1 1 
E(f = f Podst f | SEDO dsdi 
0 0 0 
-et introduisons la notation 
1 
mak A *oldórz 
0 
Alors 
1 
Es{fl} = lf. STI 
Nous nous appuierons sur l’identité 


[/. K[g]] = [K [7]. 9) 
-qui est immédiate. Dés lors posant pour K quelconque résoluble 


9 = KIF] 


Fs {191} = [g So] = [Sla] . KII] = IF. E { S191 }] = [F (ESEN 


en remplacant g par sa valeur. Soient donc deux noyaux H et K 
tels que 
donc tels que 

S"HSH=S"KSK 


par suite on a 


HSH=KSK 
9=Klf; k= AH 


P:{|gl}=F:{|k}) 


quelque soit f(s). Le raisonnement s'achève ensuite sans peine. Sup- 
posant K résoluble on a 


et si 


nous voyons que 
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f=K*[g] 
avec 
= m 


la fonction g peut alors être considérée comme arbitraire et la 
relation 


1 1 
F;tlEl) = Zst|gl) 


ayant lieu quel que soit g, le noyau Z est un noyau de rotation non 
euclidienne relativement à S: 


L == oro 
où r est de rotation euclidienne, et par suite 


H = Korg” 
et de même 
K = Horo 
H et K sont résolubles. 
Nous voyons donc que si 


Rs(K}= Es[H) 


on a, K étant résoluble: H= Koro”. 
De plus en remarquant que 


"S[K]= KS"KS=S"SKS-"SS-"KS 
— 8-1(SKS-!)S(SKS-) 
= R,[SK S”] 
nous voyons que si K et H sont tels que 
SK] = Ś5'H| 


en supposant K résoluble on a 


SKS"=SHS 'oro 


d'où en tenant compte de 
g? S 
et simplifiant 
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K = Ho ro 
puis 

K=gro"H 
et 

H=oro"'K 


donc H est aussi résoluble. 

Qu'est-ce-qui va jouer maintenant le rôle de dilatation fonc- 
tionnelle non euclidienne? 

Les noyaux symétriques sont comme nous l'avons vu carac- 
térisés par le fait que leur transformé par un noyau de rotation 
euclidienne est encore symétrique. 

Si nous prenons ici les noyaux 


2 — act 

où g est symétrique, le transformé de 2 par la rotation non eu- 
clidienne 

oro 


est 


1 1 


_ — — — = — _ / 
eli lo CE TE CLEO Go BA 


où ç’ est symétrique; il est done du même type que 2. Il est à re- 
marquer que, de plus, pour de tels noyaux 2 on a 


R= L= 0 to 
de la même manière que pour les noyaux symétriques ç on a 
R [s] = 'S[s] = o”. 
Enfin tout noyau K peut se mettre sous l'une des formes: 


K=2Żoroc"=ocęo"'oro "==oero" 


où 


1 1 


Kæ or o MOn OnO = or go". 

Il suffit en effet de mettre o*Ko sous la forme cr ou 
sous la forme 7’g’, ce qui est possible pourvu que o Ko, c’est 
a dire K, soit résoluble. L'analogie est done complete et il est na- 
turel de prendre comme noyau de dilatation fonctionnelle non eu- 


clidienne les noyaux de la forme 


CC 
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ajoutons encore que parmi les différentes formes d'un noyau réso- 
luble K 


OI IAS Gr 2a 
il faut retenir les formes en correspondance 
SZ oro D 00 ŻĘ 


où figure le même noyau de rotation non euclidienne 
OCTO. 
2, est le transformé du noyau de dilatation non euclidienne 
2 par le noyau de rotation non euclidienne oro, c'est aussi le 
transformé par le noyau symétrique a”' du noyau symétrique 


Çı =r "cr 
si 
ZII le E 
Par suite ç et çı, done Ż et 2, ont mêmes valeurs fonda- 
mentales, et si l'on applique la dilatation euclidienne de noyau a 
au système des fonctions caractéristiques de 2 et de 2, on obtient 
deux systèmes orthogonaux semblablement ordonnés se déduisant 
Pun de l’autre par la rotation euclidienne de noyau r. 
Tenant compte de ces deux formes particulières d'un noyau 


quelconque K on voit que l’on a 


Rs[K] = Bs[2]= 07 ç? o 
ot 
rc 


Par suite, quelque soit le noyau K, les deux noyaux £#s[K] 
et ‘S[K] ont les mêmes valeurs singulières extérieures à linter- 
valle (0; — 1); (Comme celles des noyaux ç? et ci). De plus si l’on 
applique la dilatation fonctionnelle de noyau o”' aux fonctions fon- 
damentales de ces deux noyaux on obtient deux systèmes orthogo- 
naux semblablement ordonnés, la correspondance biunivoque ainsi 
réalisée entre les fonctions des deux systèmes étant telle que deux 
fonctions se correspondant aient les mêmes valeurs singulières dans 
les deux noyaux. 

Notons encore un fait utile: nous avons vu que tout noyau de 
rotation fonctionnelle euclidienne est la valeur prise pour À = 4 par 
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le noyau résolvant / (st; À) d'un noyau symétrique gauche (st). 
Quelle est la propriété correspondante dans la théorie actuelle? 

Remarquons d’abord que l'inverse du transformé du noyau K 
par le noyau o est le transformé par o de l'invérse K~ de K et 
en second lieu que le transformé par o du produit par une cons- 
tante p du noyau Æ est le produit par la même constante p du 
transformé de K par o. Ceci résulte immédiatement de la formule 
qui donne le transformé de K par o. 

Ceci posé de noyau rćsolvant y(st; A) d'un noyau de rotation 
euclidienne r, est égal pour À = — $ à un noyau symétrique gauche 
h(st). Done le noyau symétrique gauche — 1h(st) est l'inverse du. 


noyau —>_; par suite le noyau o. z „g”! est Pinverse du noyau 


= e 
s| .0 ou encore le noyau —4(aro !) a pour inverse 


2 
— 3(cho ), ce qu'on peut également exprimer en disant que la 
valeur prise par le noyau résolvant du noyau de rotation non eu- 
clidienne ora”! pour À == — 4 est le transformé du noyau symé- 
trique gauche h(st) par le noyau o. Done 

Tout noyau de rotation fonctionnelle non euclidienne relativement 
au noyau symétrique S est la valeur prise pour À = + par le noyau 
résolvant du transformé d'un noyau symétrique gauche quelconque par 
le noyau symétrique o~? avec la condition 


go = 

Nous avons enfin remarqué que le noyau d’une rotation fonc- 
tionnelle infinitésimale était symétrique gauche; cherchons encore 
la propriété correspondante. Partons pour cela de la condition sui- 
vante pour que K soit de rotation fonctionnelle non euclidienne re- 
lativement à S 

Oka KSK = 

elle s'écrit encore 


KSK=S 


ou bien en employant la notation 


1 


(a #0) VEE du; 


0 


K+K4+(K.K)+-(K.5)+(S.K)+((K.S).K)=0. 
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Introduisons maintenant l'hypothèse que K est infiniment pe- 
tit du premier ordre; il vient 
K+K+(K.S)+(S.K)=0 
qui peut s'exprimer encore, en remarquant que l'associé de (K. S) 
est (S.K), en disant que le noyau 
K+4(K.S)=h(st) 
est symétrique gauche. Cette condition s'écrit encore 
S.K=h+ 8 
où h(st) est symétrique gauche. On en déduit 
K = S! (h +- 8) 


ou en développant 
K = STh — K7 
c'est-à-dire 


K(st)= h (st) + fren ST (ut)du; 


telle est la forme du noyau de rotation fonctionnelle non euclidienne 
infinitésimale relativement au noyau SG. 


DEUXIEME PARTIE. 
Les groupes continus finis. 


Sommaire. — Définition. — Le groupe de Volterra. — 
L'équation intégro differentielle de Volterra. — Une équation aux 
dérivées fonctionnelles. — Digression sur les systèmes coordonnés 
fonctionnels obliques. — Digression sur les multiplicités invariantes 
dans une transformation de Fredholm. — Résolution de l'óqua- 
tion aux dérivées fonctionnelles. — Les noyaux symétroïdes. — Le 
groupe à deux paramètres, équations’ intégro-differentielles et équa- 
tions finies. 
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I) — Definition des groupes continus finis; Le groupe a un 
paramètre ou groupe de Volterra. 


Il est naturel d’appeler groupe continu fini à r paramètres un 
ensemble r fois étendu de transformations de Fredholm formant 
un groupe. Les noyaux des transformations de ce groupe dépen- 
dent donc de r paramètres a, (ù= 1; 2;..... ;r), et le produit de 
deux transformations dont les noyaux ont respectivement pour 
paramètres a, et b, est une transformation dont le noyau a pour 
paramètres c, où les c ne dépendent que des a et des b. 

Le cas de«r =1 a déja été considéré par différents auteurs 1). 
Bornons- nous ici à rappeler rapidement la construction de ce 
groupe. 

Désignons par t le paramètre du groupe tellement choisi que 
la transformation identique ait pour paramètre 0. Soit 


g(2) = /(2) + f K(ey |t) Fy) dy 


Ia transformation courante du groupe. En écrivant qu’il y a groupe 
on a en posant 


ge =/( + | Key|9 fU) ày 


et 


h(2) = g(2) + f E(ey19)9()dy 


12 = fe) + | Eleyi) may 


où + ne dépend que de ź et de 0. 
z = p(f, 6). 


On a ensuite par une méthode classique, en choisissant convena- 
blement les variables 


(1) Gerhard Kowalewski; Über Funktionenräume, Wiener Berichte, 1911, 
vol. 120. II. A et D. Michal; Integro-Différential invariants of one-parameter 
Groups of Fredholm transformations, Bulletin of the american Mathematical 
Soctety; 1924, vol. XXX, Number 7. 
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5,9) =— i fh2y]0)g()dy 


en posant 
h(zy|6) = z Kley] 0) + fo. à A (uy|8)du 


où K-'(ru|6) est le noyau de la transformation inverse de celle 
ayant pour noyau K(xcu|6) On montre ensuite par un raisonnement 
bien connu que h(zy|6) est de la forme a(8)k(cy). On a done 
l'équation intégro-différentielle du groupe 


Sde) = SĄ. 600) fi (wy)gly) dy, 


qui par un changement de variable convenable prend la forme 


È ga) == Ji k(xy)g(y)dy. 


La résolution en est classique; on trouve sans peine comme équa- 
tion finie du groupe 


gl) = /(a) + sj K(xy|t)f(y)dy 


où le noyau K(xy|t) est donné par le développement en série tou. 
jours uniformément et absolument convergent 


K(zy|1) = * k(zy) + 2 kB (zy) +++ 


De plus il satisfait au theoreme d’addition integral de Volterra 


K(xy|t) + K(cy|0) + f Kteu|t Kluy|0)du = K(ay|t+ 0); 


qui montre que le nouveau paramètre est canonique. 

Ajoutons enfin, chose essentielle, que le noyau A(xy|t) de la 
transformation courante du groupe est, par hypothèse, une fonction 
de carré sommable par rapport aux variables x et y, et analytique 
par rapport à la variable jouant le rôle de paramètre. 

Roeznik Pol. Tow. matem. T. VIII. 7 
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Considérons maintenant une fonctionnelle dérivable de la fon- 


ction f, et désignons par g la transformée de f par la substitution 
du groupe ayant pour paramètre f, la valeur prise par cette fonction- 


nelle P{|\f|} pour f= g est une fonction analytique de £; et on a 
0 


1 
da] | 8 Ji 
EUD = | Folga Iedz 


ou 


SPUD = f fg 1 Fust gl dude = sIr; 


Nous voyons ainsi apparaître uu opérateur différentiel fonctionnel 
analogue à l'opérateur différentiel classique dans la théorie des 
groupes de Lie. De la même manière que dans cette théorie on a 


ò” y : _ 0, TR) 


et si on considère à son tour [F] comme une fonctionnelle de f 
03 


D F4 lgl} = HOLP) = MP]; 


puis de la même manière 
Ò" 12 
sal { gl} =H MLF]; 
0 


avec la convention d'écriture 
HOP] = H [HF] 


En particulier on a, pour t suffisamment petit en module, puisque 
F est analytique au voisinage de t= 0; 


F{1g1}= FPS SP] + 21.3 


1 
Si de plus F est une fonctionnelle linéaire £,.,{|}7||z} ne dépend 
o | 


plus de f, mais de x seulement; posant alors 


GP} = ALF] 


on 4 


j 
1 l 
CZNA z) = f ktuz(Fut|f] u}du 


puis 


A[G] = HP [F] = | frere ANIT æ}du dx; 


et en général 
1 1 
1 
HO[F}= 1 Vi kay xu) F(u) Fa {IF zydudz; 


Cherchons maintenant les fonctionnelles invariées par le groupe. 
On doit avoir 


F{|g]}=F{If}: 


1 
quelque soit t. D'après le développement qui donne F{|g|} pour t 
0 


assez petit, on voit, en se bornant à la recherche des fouctionnelles 
invariées analytiques, qu'il est nécessaire et suffisant pour cela que 


X[F]}=0. 


Nous avons done à résoudre l’équation linéaire aux derivées fonc- 


tionnelles 
1 


J EG) FC) Fyk|f| le} du de — 0. 


Cette résolution va mettre en évidence un certain nombre de faits 
importants mais il est tout d'abord nécessaire de préciser quelques 
notions essentielles. 


II) — Digression sur les systèmes coordonnés fonctionnels 
obliques. 


Considérons un système de fonctions 


aa ele. 


que nous supposons linéairement indépendantes, c'est-à-dire qu’au- 
7* 
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cune relation linéaire, homogène, à coefficients constants, (dans la- 
quelle n’entrent qu’un nombre fini de fonctions) n’existe entre elles. 
Il est alors possible d'orthogonaliser ce système à la Schmidt par 
les formules 

hi Eu, A 

Pr = dy) fi + Aus /4 


Dn = dp fi -+ an fa F. F ann fn 
avec les conditions 


[pip] = ez; (e Wa E et 0 


Supposons en effet connues 4;;....;cb, et cherchons Øn}: 


Pry = Ci fagi F Ce Bi + Cs pa +... + Cn41 Pn 


les conditions 


[Pn Pi] = 0 (è =) 
donnent 
0 = cil fap dI + 
d'où 
©n+1 = Ci [Sny — pı TAA . Pi] rz Pol fata . Pol Tes geo Pal fn: bl |; 


et la condition 
[pr] =] 


donne c, au signe prés pourvu que 


(Sapi ALA di [di Sid) nes Pa [Pa Mal > Rosje Pr [dn D D] == 0 


Wa)” © lat FRA in + [at - Dal’; 


cette condition est équivalente à celle que /,,, soit différent de 


pilor -Sanl + Dal Ds Sal + +. + palpa faul; 


Or si cela n'avait pas lieu il y aurait une relation linéaire et ho- 
mogene entre /,}15 b; Paie- a OU encore /1; fą;...; fayi A Cause 
de la forme des ,. 

Dans ces hypothèses l'orthogonalisation à la Schmidt est 
donc possible. Le tableau des a, a quelques propriétés importantes. 
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Les a,, sont différents de 0, c'est ce que montre le calcul 
précédent où 
ly == Any, n+1 


par suite ce tableau est résoluble de proche en proche par les 
formules 


fi = bnp 
h= ma bas di + Aa 


a =» mp +. tb 


et aucun des b,, n'est nul. De plus si le système des f, est com- 
plet il en est de même de celui des œ, et réciproquement car si g 
est une fonction quelconque on a 


CECH = Gu 19 -/1]; 
fo. 4.1 AFL ++ Ann 9 7] 


d'où il résulte que si tous les [g./,] sont nuls il en est de même 


des [g. pi] 
Nous supposerons le système des f, complet, celui des q; l’est 
alors et g étant une fonction quelconque de carré sommable, en 


posant 
[9 . p) =% 


les g, ne sont pas tous nuls et les fonctions 


JT Suo 
1 


convergent en moyenne vers g. Remplagons les ø, par leur expres- 


sion en f; il vient 
Li 
pan n 
r= Dall 
il 


les ar linéaires en g, sont donnés par 


y 
«> Akif à 


t1 
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ils dépendent en général de n. Ceci posé les a" peuvent eu non 
converger quand n devient infini. On a le théorème suivant: 

Pour que, quel que soit g les a? aient tous des limites pour n in- 
fini, il faut et il suffit que le système des f, soit biorthogonalisable, 
c'est-à-dire qu'il existe un système de fonctions 


kr; Was... etc. 
tel que 
fi. k] = Eye 


En effet si cela a lieu les séries 


Ry Qa, Ta 


ki 


convergent quels que soient les nombres g, rendant la série 


dosi 


convergente. Il faut et il suffit pour cela que les séries 


00 


Ja 


Ai 


convergent quel que soit i (théorème de Landau). Alors 


00 


Ei Ax; Pa 


ki 


converge en moyenne vers une fonction unique k, déterminée a un 
ensemble de mesure nulle prés, car le système ©, est complet et on a 


az; = [k,. pi] 
et 

aj = [k,. g"] 
et comme g” tend en moyenne vers 9, 

aj = [ki . g") 
tend vers 


ay = [k, . g). 
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Ceci posé calculons 


[f, - ki] 


fi => Ów pa = DB 
Ba = >) Ab 


Dans le cas actuel il est bien clair que 


avec 


Lim af = fp (ZJ) 
a (2 > J) 
or le tableau (b) étant le résolvant du tableau (a), on a 


Î 


= 
> Obj = Ej = Ba 


ik 


done 
Bn E= 170 


L7 Jl mali 


La condition est donc nécessaire et il est immédiat qu'elle 
est suffisante, car si le système (k,) existe, on a 


et par suite 


a = [k,. g"]; 
done... 
De plus (/,) étant complet, (k;) est unique, car s'il y avait 
deux tels systemes (k,) et (k,), les fonctions 


ky == k, ME > k, 


seraient orthogonales à toutes les fonctions du système complet (/)). 

Ajoutons encore que le tableau des a, a ses éléments fonctions 
chacun d'un nombre fini d’éléments du géométral symétrique du 
système f, d'éléments courants 


Ny Na = [fi À. 


Par suite la condition nécessaire et suffisante de biorthogonalisabi- 
lité qui est la convergence des séries 
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oc 


DA 
RI 
s'exprime par un ensemble dénombrable de conditions sur les élé- 
ments du géométral. 
Nous dirons que le système (/,) est fermé si: 
1) — il est biorthogonalisable, 
2) — si le système (k,) biorthogonalisant est complet; 
alors il n'existe aucune fonction g telle que ses coefficients 
a; relatifs au système (/) 
a, = [g. ki] 
solent tout nuls. 
Conditions nécessaires et suffisantes de fermeture. 
1) — Condition de biorthogonalisabilité: à savoir convergence 
quel que soit ż des séries 


2* 
ki 
alors le systeme (k,) existe et son géométral d'éléments 


Cy = Li = [k.k] 
est défini par 


G= Ż lk. palk = S iua 


ou 


y == Sa Ap; (J < à) 


ki 


Il est d'autre part aisé de constater qu'il n'existe entre les fonc- 
tions du système (k,) aucune relation linéaire homogène à coeffi- 
cients constants où n'entre qu'un nombre fini de fonctions, car si 
on avait une telle relation 


Aiki Ak, +. HA =0 


il en resulterait 
Aa [ką - fa) + dala - 54] +... + Am [kn -Aa = 0 


(zia).  N=0 


d'où pour 
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On peut donc orthogonaliser à la Schmidt le système (k,) par les 
formules 


Yi = cn Ñi 
Vane x il b Css È 


Wi ah Henk +. naka i; 


Pour que le systeme (k,) soit complet il est nécessaire et suffisant 
que le système (y,) le soit. Or ($,) étant complet il est nécessaire 
et suffisant pour cela que 


S len: = e= I 


k 


Il peut être plus commode de transformer cette condition. Nous 
allons montrer qu'il est nécessaire et suffisant pour que (,) soit 
complet que 


POZA LFP = na 


aa 


La condition est nécessaire d’après celle de Lauricella. Mon- 
trons qu'elle est suffisante, pour cela montrons que pour toute fonc- 
tion f de la forme 


= a fı + afa +... + anfri; 


IU =l/1 


en effet 


n 


FAME Nalf va 


11 


n 


CF. val = NM aa, [fa BAI fn - Ve] 


Z 


d'autre part les relations 
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SUV =" ŻU4MW=lL/" 
entrainent 


ZU Vel =[4./] 


on a done 
2! [f yal =y afal fee fn) = 


or les fonctions $; sont du type indiqué, donc... 
Calculons maintenant les |f,.y,], on a 


[fa Vel = S culik. = Q cueu 


donc 
| _ J] Cri) ( Sk) 
[sn] = | s (i > k) 
Nous avons par suite les conditions 


GQ 


> (OR rn}; 


ki 


et il faut noter que les conditions de fermeture du système ne dé- 
pendent que de son géométral. Ceci suggère immédiatement une 
généralisation qui peut être quelquefois utile. Dans les formules 


uo A bia di 
fa = by PH das Ps 
Sn 22 bm Di + Sii + Dan Dn 
qui donnent les (/,) en fonction des ($;), remplagons le système or- 


thogonal complet ($;) par un système orthogonal incomplet quelcon- 
que (,) et considérons le système des fonctions 


ai i 
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données par les formules 


f = bup 
fa =h di + bm 


PASA SA LC ben ; 


Il est bien clair que 


[A Jl = 40/0 À = w 


et que par suite les deux systèmes f, et f, ont même géométral. 
Comment interpréter pour le système f; la condition de fermeture 
vérifiée par le système /;? Considérons la multiplicité linéaire for- 
mée par les fonctions g limites en moyenne de fonctions g, de 


la forme 
n= Daf 
11 


Si on prend maintenant les fonctions données par les développe- 
ments convergeant en moyenne 


(2 e] 
ki~ > Ari Pr 
ki 


il est bien clair que le système formé par ces fonctions biorthogo- 
nalise le système /, et qu'il est le seul ayant cette propriété et formé 
uniquement de fonctions appartenant à la multiplicité linéaire con- 
sidérée. plus haut. De plus ce systeme est complet dans cette mul- 
tiplicité, c'est-à-dire qu'il n'existe dans la multiplicité aucune fonc- 
tion non presque partout nulle et orthogonale à toutes les fonctions 
du système. En définitive si le géométral d’un systeme son complet 
vérifie la condition de fermeture cela veut dire que ce système est 
biorthogonalisable et que les composantes des fonctions du système 
biorthogoualisant sur la multiplicité linéaire coordonnée par les 
fonctions données forment dans cette multiplicité un systeme 
complet. 

Reprenons maintenant le cas d'un système (/,) complet et 
fermé. Soient comme plus haut 


iena 
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ce système et 


ler si kia s ceo; Hs: 


le système biorthogonalisant; a toute fonction f de carré sommable 
non presque partout nulle correspond un ensemble de „coefficients“ 

—{f.k;] non tous nuls, et deux fonctions distinctes f et g ont 
des coefficients non tous égaux. sans quoi la fonction non nulle 
f— g aurait des coefficients tous nuls. On peut donc dire que la 
fonction f est déterminée sans ambiguïté par le développement sym- 


bolique 
fs a, fi + ar fs +...+an+ 


Il faut remarquer que la série au second membre ne converge pas 
en moyenne en général, mais la donnée des a, détermine les 
y: =[/.g, d'une manière univoque. On peut aisément se rendre 
compte de l’ordre de difficulté de cette détermination, tout se ra 
mène à résoudre le système linéaire infini 


09 
a, = > Aki Yk 
ki 


On sait d'ailleurs à priori que s’il a une solution, cette solution 
est unique. Partons des formules 


fi= Dadi 


° 


d'où on tire | 
ù à 
[J «fil = ba Ya 
k] 


Si on connaîssait les . f;} on aurait les de proche en proche 
Yk p P 
par un algorithme fini, à savoir par les formules 


y =[f Pl = d'aulf fa; 


h 1 


tout revient donc au calcul des [f.f,], or on a 


[/./]== è PRICE A 


et 1l est bien clair que 
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l 
‘ y 
[f VA =", Cim Am 
ml 


à cause de 
ł 


Wi = <> Cini 


m 1 


de ces formules on tire de la móme maniere 


l 


Me Zoe lin Essi 


| a pour kLl 


puisque (k,) biorthogonalise (f;), on a done 


OO 


[fs = 2'eulf vi 


FA Ża| Yenen! ; 


qui donne {f./,] par un développement convergent, on peut remar- 
quer que 


> = 1 . 
Gf=w=ŻZU = d'ou C) 
kl ki 


et que par suite le développement précédeut, qui considéré comme 
une série double n’est pas absolument convergent en général, peut 
s'écrire symboliquement 


[o ©] 


[FS BAM fa 


mi 


sous cette forme il apparaît comme une conséquence immédiate de 
la formule également symbolique 


f zy a F. 


m ] 


Une fois les y déterminés par ce procéde f est donné par un 
développement convergent en moyenne pourvu que 
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di 
i 


converge; cette dernière condition est équivalente a une certaine 
condition de convergence pour les a,, condition assez complexe 
que nous n'expliciterons pas et que nous désignerons par le sym- 
bole (€), ce qui nous importe seulement c’est de savoir que si elle 
est remplie, les a, déterminent / d'une manière univoque à un en- 
semble de mesure nulle pres. 


1 
De tout ceci résulte que toute fonctionnelle Æ#{|f|} de la 
0 


fonction f est une fonction de l'infinite de variables a, vérifiant la 
condition (€). 


HI. — Digression sur les multiplicités linéaires fonctionnelles 
invariées par une transformation de Fredholm. 


Considérons un noyau K(st) que comme d’habitude nous sup- 
posons de carré sommable par rapport à chacune des variables pri- 
ses séparément; supposons en outre que la déterminante fondamen- 
le D(A) n'ait que des racines simples 


CR CR 
soient 


Di; Pa +..; Ory- 


les fonctions fondamentales directes. Nous faisons la convention de 
répétition des À, C’est-à-dire que nous supposons que dans la suite 
des À chacun d’eux est répété autant de fois que le noyau cano- 
nique correspondant contient de termes de la forme 


p(s) (1) 
Désignons enfin par 
Vai rai; dni +. 
les fonctions fondamentales associées, telles que 
[pi Wy] = ep 


Soient 


A la multiplicité linéaire orthogonale à tous les œ, 
& la multiplicité linéaire orthogonale à tous les y, 
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© lu multiplicité linéaire completement orthogonale à @ 
D la multiplicité linéaire complètement orthogonale a & 


Toute fonction / de carré sommable peut se mettre d'une 
seule maniere sous l’une des deux formes 


fa dans 8, Ja dans &, Je dans ©, fẹ dans 9, en particulier œ; est 
dans © et yy, dans D. De même 
pr=pitdi lib 


avec D appartenant à 6, di appartenant à O, W appartenant a Q, 
VW, appartenant a ©. Designons par 


@, la portion de Q orthogonale à tous les ri. 


Ge A n © complètementorthognale à Q,, 
Bi n k , & orthogonale à tous les ¢ġ;, 

Bi n k n % complètement orthogonale á &,, 
EG z , © orthogonale à tous les @,, 

Co, s n © complètement orthogonale à ©,, 
Di è z » 2 orthogonale à tous les g,, 

Di 1 n © completement orthogonale a 9,, 


on a, quel que soit f, d’une seule manière 
ETTE EOE REY 


en particulier 
di est dans 9, 


Vin n Ś 
Pi n n B, 
WEN , 


Remarquons que x 
A, portion de © orthogonale à tous les y,,, donc à tous les 


W; appatient a B x 
©, portion de & orthogonale à tous les æ;, donc à tous les 


; appartient à A. 
Donc Q, = 8, = multiplicité commune a A et à B. Soit 6. 


De même 
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s 


©, portion de © orthogonale à tous los y/,, done à tous les 
W; appartient à &® 

©, portion de 9 orthogonale à tous les di, donc à tous les 
, appartient à A. 

Donc ©, est la multiplicité commune à B et à © et 


D non n n n A n n 9; par suite 
Q et D, sont disjointes, 
B n ©, Dn n 
A n da n n 
Bn n n 


en entendant? que deux multiplicités disjointes wont pas d'autres 
fonctions communes que les fonctions presque partout nulles. 

A et ©, étant disjointes, il n’existe aucune fonction orthogo- 
nale à la fois à toutes celles de © et à toutes celles de la multi- 
plicité complètement orthogonale à 9,, laquelle s'obtient en réunis- 
saut les deux multiplicités complètement orthogonales & et ©,. Done 
©, B et 9, forment un ensemble complet et par suite aussi ©, & 


5 


et 9, puisque ©, est commun à & et à © Done 


©, + 68 + 9, forment un ensemble complet, de même 
D, +a+e, + A k k ainsi que C+ 6 + 9 


Nous allons maintenant porter exclusivemeut notre attention 
sur les noyaux tels que la multiplicité ©, n’existe pas, alors © et © 
sont évidemment disjointes. Voyons quelles sont les conséquences 
de cette hypothèse. Reprenons une fonction / de & que je décom- 
pose en 


f=9+% 


où g appartient à @, et décrit dans A la multiplicité 8’ et où h 
appartient à ©. 

Désignons par 4” la multiplicité qui dans © est complete- 
ment orthogonale à &’. Toute fonction de 8” est orthogonale à tou- 
tes celles de 68, donc appartient à 9, et 8” se confond avec 9. 


Ceci posé f appartenant à æ on a 
[f.yi]=0 
[9 - W] + [h . yal = O 


Wi = Vi +; 


donc 


mais 
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où Yi appartient à © et Wi à Q, done 
[gd] = [h . Yi] =0 
ig- Ë+ hh] = 0. 


D'autre part © est nul, et il ny a dans © aucune fonction ortho- 
gonale à tous les Y, on peut donc affirmer que quels que soient f les 
[h . "A ne sont pas tous nuls, et que les [g. VA ne sont pas non 
plus tous nuls. Il n'y a donc dans æ’ aucune fonction orthogonale 
à tous les y/,: autrement dit encore &’ et 6 sont disjointes; on 
peut encore dire que é ne contient aucune fonction orthogonale 
à toutes celles de ©, qui comme nous l'avons vu est la portion 
de @ complétement orthogonale à &’. Or 9, appartient à 9 et 6 
appartient à B, et © et D sont Complètement orthogonales. Par 
suite dans Q; 6 et 9, sont complètement orthogonales; done & ne 
peut contenir aucune fonction orthogonale à toutes celles de 9, que 
si é—= 0. Nous voyons done que @ = 0 entraîne 8 = 0. Il y a ce- 
pendant une exception au raisonnement précédent; reprenons en 
effet l'égalité 


et par suite 


[g -Wd + [h.h =0 


nous avons vu que de © — 0 on déduisait que les [h . yr;] n'étaient 
pas tous nuls, sauf cependant si h = O quel que soit f dans 6. Cela 
a lieu si toute fonction de & est orthogonale à ©, c'est à dire ap- 
partient à Q. Dans ce cas 6 se confond avec &. 


©, — 0 entraîne donc, soit 8 = 0; soit 8 = & 


Examinons séparément chacun de ces différents cas. 

1) 6 = 0. 

Prenons une fonction f quelconque de @, elle se met sous 
la forme 


f=g+h 
où g est dans & et h dans 9. Or f étant dans A on a 
[f . b,] =0 
c’est-à-dire 
[g . pd + [A . p) = 0 
mais i 4 
Pr = de + di 


Rocznik Pol. Tow. Matem. T. VIII. 8 
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di étant dans 2 et D, étant dans B; done 
PÉTER 
lg. p] + [h.$]=0 


Comme 6=0 il ny a dans & aucune function orthogonale à tous 


et 


les $;. Il n’y a donc aucune fonction f telle que les [g . œ;] soient 
nuls, c’est à dire telle que les [h . $,] soient tous nuls. Si 2’ est la 
portion de © décrite par h quand f décrit @. nous voyons que 2 
est disjointe de 9,. Soit D” la portion de © complètement ortho- 
gonale a 9,, toute fonction de 2” est orthogonale à toutes celles 
de ©, donc O” est la partie commune à Det à € soit # 9, étant 
disjointe de 9), il n’y a dans 9, aucune fonetiou orthogonale à toutes 
celles de # Or 9, appartient à @ et F appartient à © et det © 
sont complétement orthogonales. Il faut donc pour qu'il n’y ait pas 
contradiction que 9, = 0. 

Il y a encore une exception si g est nul quel que soit f dans Q. 
Cela a lieu si toute fonction de © est orthogonale a &, c’est-à-dire 
appartient à 9, dans ce cas 9, — A. 

Il apparait donc maintenant que dans le cas où ©, = 0 trois 
cas sont possibles: 

D e} 


Il en résulte immédiatement 


Gi=@ 
o ZA 
par suite 
A et B sont disjolntes et B + © est complet. 
aq n © n n n D le © n n 
B n e n n n e “tr D 9 n 


© „ 9 peuvent d’ailleurs ne pas être disjointes et # être dif- 
férentes de 0. 
TOR TR DOTE 
Alors 
O = © 


comme %, = Q il est bien clair que 9 contient Q, et par suite 68 
est contenue dans © Or comme ©, — 0, & et © sont disjointes; on 
a donc certainement B = 0, et dans ce cas ©, = ©; B = 0: 9 est 
complet, 2 =Q et 9, — © 


M5 
Chung =0,6=8. 


ZEE 
comme = & il est bien clair que © contient 6, et par suite 9 
contient aussi ©. Enfin & et © sont disjointes; ©, est complètement 
orthogonale, dans Qa 8; par suite O, se réduit à ©. 
Il est à remarquer que le cas B est une dégénérescence du 
cas C. En effet si dans le cas C on suppose 


Alors 


B = 0 


9, completement orthogonale dars Q à & se réduit évidemment 
A @. On a donc en fait seulement deux cas distincts: A et C. 

Revenons maintenant au noyau K (st) et considérons les fonc- 
tions f telles que 


1 
IEC f(u)du= 0; 
0 


il est bien connu que ces fonctions sont orthogonales à tous les 
pi, elles formeut done une multiplicité linéaire appartenant à Q; 
soit ð cette multiplicité. Supposons la coordonnée par un système 
complet dans & 


P15 P23:*:; Pni:*: 


Portons notre attention sur les noyaux K tels que le systeme 


(p) + (9) 
soit complet. Il est immédiat que cette condition entraîne 
VA 194 


Pour un tel noyau, toute fonction f orthogonale à tous les œ; est 
telle que 


1 
fuor du ss 0. 
Il en résulte que K n’a que des valeurs singulières simples; en 


effet sinon il y aurait pour la valeur singulière multiple À, une fon- 
damentale ÿ du noyau associé 


Y (s) = x | Klus) (ua) du 


8° 
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orthogonale à tous les D, et qui par suite devrait être telle que 


SEN) du =0 


ce qui est contradictoire. On peut donc appliquer à ce noyau À la 
théorie précédente. 
Reprenons le systeme 
Pi Pai +03 Paso Pas Pose... Pai. 
que nous supposone donc complet 
Cherchons à biorthogonaliser ce systeme par le système 
Us |Ma; < +0) Ano 5 Vas Vases Am > 


Le système (y;) biorthogonalise dans @ le systeme (p,) qui doit 
donc être biorthogonalisable, de plus posant 


vet vi 


et tenant compte de 

[Vi pl = ei 
nous voyons que les fonctions v, doivent être orthogonales à tous 
les ø; et sont par suite dans A. u; étant pris dans @ on a 


[u;. Di] — 0 
il reste donc seulement à vérifier les conditions 
[os - ot v))] = 0 
qui expriment que y;-|- v; est dans ©, comme 


Yi = (hit vi) — vi 
Yi + uv zy —yzy, 


On peut toujours supposer que le système (p;) a été pris orthogo- 
nal et normal dans Q, alors le système biorthogonalisant cherché est 


nous voyons que 


Pri Pa; ---; Yai Waie ei Pae 
Voyons maintenant à quelles conditions le système initial 


Pri Pa; +- -3 Pai e3 Pr) Pas ---; Paye. 
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est fermé, il suffit que 
Pis si DRA OOO 


soit complet, ou que 


Vas Wa; Was ras... 
soit complet dans ©; connu par définitions ©, est la portion de © 
orthogonale à tous les %/,, nous voyons qu'il taut et qu'il suffit pour 
cela que ©, —0. On est ramené à la discussion précédente, d'où 
comme plus haut deux cas: 


ANSE 
G=@ = 9 
A disjointe de B | B + © complet. 
, „9|9+a , 
B ywa ©: OND (pas forcément disjointes). 
GE 


Nous donnerons aux noyaux vérifiant ces conditions le nom de 
noyaux symétroîdes de la première sorte 


B) ©=0; 86=8 
== 9, 


© contenant #, © contenant € B et © disjointes ©, completement 
orthogonale dans A à &. 
I= 
Nous donnerons aux noyaux vérifiant ces conditions le nom de 
noyaux symétroïdes de la deuxième sorte. 
Ce dernier cas est celui des noyaux symétriques ordinaires 
qui vérifient les conditions 


E=da= &; CE 
CA E 0); She 
Ces deux types de noyaux, généralisant à un certain point de vue 
les noyaux symétriques, ont une définition commune, qu’on aurait 


pu donner à priori, et qui est caractéristique. Soit K(st) un tel 
noyau; la transformation de Fredholm 


g = KIF] =F) + J K(st)f (t)dt; 
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est entièrement définie si on se donne, au lieu de K(st) ses valeurs 
singulières A,, le système des fonctions fondamentales 


Vis Va; + 2:5 Wn; 
et la multiplicité @, en effet remarquons tout d’abord que connais- 
sant la multiplicitć @ on en déduit immédiatement la multiplicité 
complètement orthogonale ©, puis en décomposant ensuite chacune 
des fonctions y; en la somme d'une fonction de Q et d’une fonc- 
tion de ©, on détermine les fonctions 4, et fr par 


Yi = pi + Yi 


Désignant ensuite comme plus haut par (p,) le système orthogonal 
et normal qui coordonne la multiplicité @, nous voyons que nous 
connaissons maintenant le système par hypothèse fermé 


D Pap dias zza... 
D'autre part on a 
Kpl = p: 
et 


Kyi=(i+ii RUVl=r 


sì f est une fonction appartenant à la multiplicité A, mais comme 
W: appartient a @, on a 


K lr — Jr; 
lh R] = 


+ | 
kij =(1+,)v— 
nous connaissons donc les transformées de chacune des fonctions 
de ce système fermé par la transformation de Fredholm associée 
de la transformation en question. Désignons maintenant par f une 
fonction quelconque, par K[/]| sa transformée, et cherchons les co- 
efficients de cette transformée par rapport au système fermé 
Pri Pa) eei Prie Pas Pas ee. Pis... 
biorthogonalisé par le système 


LIPARI EI ee 


on a 


119 
[EIF]. pì = [F . Kiel =[/.pl 
KUI VI = Cf K= (1HE) — 


puis 


ces coefficients sont done connus; on doit d’autre part considérer 
comme connu le système 


Di Paa +. Pas Pi Das 2-5 Orga: 


car il biorthogonalise un système complet donné 


Pi Pai T Omre Wat Wat 
enfin K[f] donnée maintenant par ses coefficients relativement à un 
système complet et fermé donné doit être, comme il résulte du pa- 
ragraphe précédent, regardée comme connue. 

Les données ne peuvent d’ailleurs être quelconques, il est 
d’abord nécessaire que (/;) soit fermé dans la multiplicité qu’il co- 
ordonne, ensuite les À; doivent être tels que quelle que soit la fonc- 
tion f les coefficients obtenus pour K[/] vérifient la condition ap- 
rellée plus haut (©) relativement au système 


Pri Paye; Pni:-- ; Pri Po: par 


Il est d’ailleurs à prévoir que cette condition sera équivalente 
à celle qui exprime que la déterminante fondamentale de (sf) est 
au plus de genre 2. Enfin il est bien clair que les noyaux symé- 
troides sont les seuls à avoir la propriété indiquée, puisque cette 
propriété repose sur ce que 

1) Q est ponctuellement invariée par la transformation K 

2) Le système 


Pio Date "230530 P DSe > Dre 
est fermé 


ce que nous avons justement pris comme définition de ces noyaux. 


IV. 


Résolution de l’équation aux dérivées fonctionnelles rencon- 
trées plus haut. 


Soit F une fonctionnelle solution. L'équation 


F= Con" 
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représente une famille à un parametre de multiplicités fonctionnel- 
les et il en passe une par chaque point de l’espace. Considérons 
une de ces multiplicités passant par le point /, elle à pour équation 


1 1 
Figi) =F<I/]) 
où g est le point courant. Prenons un point g infiniment voisin de f 


T 


où h est une fonction infiniment petite. Toutes les fonctions h pos- 
sibles seront telles que 


1 


J Fr ts 


autrement dit appartiendront A la multiplicité linéaire complètement 
orthogonale à la fonction 


{|} Ade = 0 


RTI ] 
Fyd 8 PAL, 


La multiplicité linéaire paralléle à cette dernière et passant par le 
point f est la multiplicité linéaire tangente à la multiplicité 


F(= FUF 


Si la fonctionnelle F est solution de 


1 
|[fl}dsdt -- 0 
0 


xF]=| | Kod) Fits 


la fonetion 
1 
JEO 
0 


est orthogonale à la fonction 


1 
Fiod 8 PA }; 
on connaît donc en chaque point f de l’espace une direction conte- 
nue dans la multiplicité linéaire tangente en ce point a la multipli 
cité de la famille 


EF == Cons“ 
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qui y passe. Ceci laisse à penser que comme dans le cas d’un nom- 
bre fini de variables, les courbes intégrales de l’équation intégro- 
différentielle 


z610= fK6wfa|ndu, 


vont former une congruence caractéristique de l’équation considérée. 
ll est aisé de montrer que si F est une solution de cette équation, 
et /(s|t) une solution de l'équation intégro-différentielle, 


F{| D] } 


est indépendante de {; on a en effet 


a ara POLS 
= | Twt |e geld 
0 


1 1 
= | koduje "11948 
0 0 


Nous voyons done que si une courbe de la congruence caracteris- 
tique a un point commun avec une multiplicité de la famille 


F == Cons 


(FGI) |} duds DS 


elle lui appartient toute entière. D'ailleurs tout cela résulte immé- 
diatement de ce que l'équation aux dérivées fonctionnelles considé- 
rée donne les fonctionnelles invariées par le groupe de Volterra. 

Nous connaissons les équations finies de ce groupe, données 
par les formules 


fla ei J K(eu|t) f(u) du 


qui résolvent l'équation intégro-différentielle des caracteristiques, 
tout revient par suite maintenant à déterminer les fonctionnelles 
solutions par la condition nécessaire et suffisante que 


F{|f(101} 


soit indépendant de t; avant de faire cette determination, nous dé- 
montrerons le théorème suivant: 


Si on transforme un système complet et fermé par une transfor- 
mation de Fredholm de noyau K résoluble, on obtient un nou- 
veau système complet et fermé. 

Soit 

fi; PRE PRE 


le système complet et fermé considéré, et 


le système complet (et fermé) qui le biorthogonalise, on a 
Di - g) = ey 
Nous partons de l'identité évidente 


[K{ f]. h] = [f . KA] 


d’où résulte 
KES- 9] 


Par suite le système transformé est biorthogonalisé par le système 


Kig] K=[g];---; K: 


car 
[AT A- K='[g,l] = | f: - g) = €y; 


De plus ces deux systèmes sont complets, ct par suite fermés. 
En effet si une fonction non presque partout nulle était telle que 
l’on ait, en désignant par k cette fonction, 


ik. K[f}}=0 
quel que soit ?, on aurait. puisque 


[k . KIF = (7. KTK]] 
en général m 
(A. K[k]] = 0 


quel que soit î, et la fonction K|k] n'est pas presque partout nulle, 
à moins que k ne le soit, puisque K est résoluble. Par suite le sy- 
steme (/,) ne serait pas complet Un raisonnement analogue montre 
que le système (K-'[g;]) est aussi complet. 

Ceci posé reprenons le systeme complet et fermé 


JE fai Tanien: 
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biorthogonalisé par le système 


913 J25. -e3 Ju; > 


A toute fonction f de carré sommable correspondent les coefficients 


= (f.g) 


qui, comme nous l'avons vu détermine cette fonction d'une maniere 
unique, à un ensemble de mesure nulle prés. pourvu qu'ils satisfas- 
sent à une certaine condition de convergence (©). Par suite toute 
fonctionnelle F est une fonction de l’infinité de variables a, véri- 
fiant la condition (©). Si on remplace maintenant f par f(s|t) les 
a; deviennent des fonctions de ł 


ailt) = [g, . /(s|t)] = fat | (8) A e ery ds 


= fre gls) + frinaoue|à 
= | f . gi(s|t)] 


en posant 
1 
g:(s|t) = gi(s) + fK(uslbgto du: 
0 


Or le noyau K(us|t) est résoluble, par suite, d'aprés le théorème 
précédent, le système 


g.(s|t 


est complet, fermé, et biorthogonalisé par le système, aussi complet 
et fermé 


AGD 


en posant 
169 = f4) + | Keu] — 0/0) da 


puisque l'inverse de l’associé du noyau K(us|t) est le noyau K(su| — t). 
Nous voyons done que les variables 


a(t) =[f.g(s|t)] 


qui sont les coefficients de f dans le système des f;(s|t), définissent 
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d'une manière unique la fonction f, quand une certaine condition 
de convergence est remplie sur les a;(t), doit (@) cette condition, 
il est à remarquer que cette condition équivaut à la condition, © 
sur les a,. 

Des lors toute fonctionnelle 


FFI) 


solution de la proposée sera une fonction des fonctionnelles a,(t) 
indépendante de #, et réciproquement. Pratiquement le problème se 
ramène donc à former tous les éliminants possibles de la variable 
t entre les fonctionnelles connues a;(t) C'est tout ce que l’on peut 
dire en général, mais il y a un cas particulier important où on peut 
effectuer complètement cette élimination. 

Reprenons les notations du paragraphe précédent et supposons 
que la déterminante fondamentale de K(su) n'ait que des racines 
simples 

NEVER 28, E 
Sì ce noyau est symétroïde. servons- nous comme système coordonné 
du système alors complet et fermé 


Pis Das + ++5 Pn; +5 Pi Pas .--; Pai... 
il est biorthogonalisé par le système 

Pamiers Paie; Wei 
Appliquons la méthode précédente On a 


1 
fus pi(u) du = 0 
0 


et 1 
SE(us|) pi(u)du=0 
puis | 
Sia) Vri(u) n= 5 yri(8); 
et 


ECL ÿ(u)du = V,(8) [eżi — 1]. 
ô 
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On est donc amené à considérer le système 


DIU tai SE 


(Ge Y); (ehn, “a Ve); e; (edi Wi A 
et les coefficients 
a=|{f.pil; B= ei f. Wa] s akea 


D'apres ce qui précède toute fonctionnelle F solution est une fonc- 
tion des a; et 8, indépendante de #, et réciproquement. C'est donc 
une fonction des 

di 
et des 


Yı = À Log nep [B4 + kaci] — À, Log nep [B, + Lf val] 
= Àr Log nep [f.W:1] — À, Log nep [F.Y]; 


On peut d’ailleurs vérifier aisément que ces variables sont indépen- 
dantes comme conséquence du fait que le système coordonné choisi 
est fermé. Nous avons donc ainsi simplement la solution générale 
de l’équation dans le cas où le noyau est symétroïde. Ces solutions 
sont encore valables pour un noyau quelconque, mais il y en a 
d’autres, indépendantes de celles là, ce qui fait que la solution gé- 
nérale est une fonction de ces variables a, et y; et d’autres encore 
qu’il faudra déterminer dans chaque cas particulier. 


V. 
Retour sur les noyaux symétroïdes et sur quelques unes de 


lenr propriétés. 


Nous avons vu dans un paragraphe précédent qu’un noyau 
symetroide était complètement déterminé quand on se donnait: 
1) Les valeurs singulieres 


Ai; À; <TR ... 
2) Les fonctions fondamentales du noyau associé 


Vas rai Waie 
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3) La multiplicité linéaire fonctionnelle @ orthogonale à toutes 
les fonctions fondamentales directes du noyau qui par bypothese est 
supposée invariée ponctuellement par la transformation associée. Il 
résulte alors de ces données que l’on connait le système dénoté plus 
haut par 


Wii Vas Vas. 
qui doit être complet et fermé quand on lui adjoint le système 


P13 Par +++) Pnie 


orthogonal et normal, coordonnant la multiplicité @. Le système 


(0) + (Jr) 


est alors biorthogonalisé par le système complet, fermé et unique 


Pa 5 Poj - + 5 Dni Pris Pa :- 3 Dr 


où les œ, sont les fondamentales directes du noyau, et sont par 
suite connues. Nous avons vu que ces données déterminaient com- 
plètement la transformation de Fredholm directe correspondant 
à ce noyau, et permettaient de plus de résoudre entièrement l’équa- 
tion aux dérivées fonctionnelles 


To K(su) F(u) Exy{s||f|}duds=0. 


0 0 


Rappelons de plus que pour établir qu'un noyau est symé- 
troïde il suffit de démontrer les points suivants 

1) Les valeurs singulières du noyau sont toutes simples 

2) La multiplicité @ est invariée ponctuellement par la trans- 
formation associée 

3) En désignant par (p,) le système orthogonal normal coor- 
donnant cette multiplicité @, le systeme 


(pi) + Va) 


doit être complet. Remarquons que pour démontrer ce point, il suf- 
fit de faire voir que le système 


(pi) -+ (Wi) 


est complet. En effet si (p) + (Y) est complet, je dis que (0) + (Wi) 
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est aussi complet. sinon il existerait une fonction f telle que l’on ait 


[f.p]}=0 et [F.y.]=0 


quel que soit # et quel que soit p dans @. Or 


Vi = + Vi 
et y appartient à @, donc 
[f.p] = 0 


et on aurait aussi quel que soit ż 


[f y] =0 
ce qui est impossible si f west pas presque partout nul. Inverse- 


ment si (p) -+ (y) est complet, je dis que (po) + (Wi) est aussi com- 
plet, sinon il existerait une fonction f telle que l'on ait 


PRETU A 
quel que soit p dans A. Or 


W, = Vi EE W, 
et W, appartient à @, donc 
a vr] = 0 


et on aurait aussi quel que soit è 


FLMZUY/ AA +I. p= 0 


ce qui est impossible si / n'est pas presque partout nul. 

Cette remarque étant faite, nous allons maintenant établir quel- 
ques propriétés des noyaux symétroïqes. Nous montrerons d'abord 
que l’ensemble des noyaux symétroïdes forme dans le groupe de 
Fredholm un ensemble invariant distingué: c’est à dire que S 
étant symétroïde, et X quelronque et résoluble, le noyau 


B= IC SE. 


est encore symétroïde 
1) La déterminante fondamentale de S est la meme que ceile 
de S, donc les singulières de © sont toutes simples 
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2) On a 


nous voyons donc que si $ est une fondamentale directe de S, X{p| 


est une fondamentale directe de S; si est une fondamentale in- 
verse de S$, K'[y] est une fondamentale inverse de S et si p est 
ponctuellement invariée par S, K='|p] est ponctuellement invariée 


par S. Inversement comme 
S=KSK et S= KSK 


nous voyons que si h’ est une fondamentale directe de S K|] 
est une fondamentale directe de S; si w” est une fondamentale in- 
verse de S. K|y/'| est une fondamentale inverse de S et si p” est 
ponctuellement invariée par S; K[p'] est ponctuellement invarié par 
S. Par suite les fondamentales directes de S sont les fonctions 
K|ó,] et celles là seulement, si donc p’ est telle que 

[p° . Kfpi] = 0 
quel que soit i, et si on a 

p = K[p'] 

il vient 


p. p) = [K[p]. på = [p . Kip] = 0 


quel que soit ż, par suite p appartient à la multiplicité Q et il en 
résulte que 


p=K"[pl 


est ponctuellement invariée par S. Nous voyons donc que la mul- 
tiplicitó © relative au noyau S est ponctuellement invariée par la 
transformation associée de noyau S. 

3) Nous venons de voir que les fondamentales inverses du 
noyau S sont les fonctions K-'[y,] et celles-là seulement. Montrons 
maintenant qu’en désignant par (0;) un système orthogonal normal 
coordonnant la multiplicité @ le système 


(pi) + (K` ly) 


est complet. En effet dans le cas contraire il existerait une fonc- 
tion g telle que l’on ait 


[g.p]=0 et [g.E'[y]}=0 
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quel que soit ź et quel que soit po‘ dans A. On aurait alors en posant 
f =K >i] 
[f. Ko] =0 et [/.y,| =0 


g n'étant pas presque partout nul, et le système 


(K[pi]) + (W) 


ne pourrait être complet. La proposition annoncée est donc démon- 
tree. Ceci nous permet d’indiquer une classe étendue de noyaux 
symétroïdes. Nous avons vu en effet que les noyaux symétriques 
étaient symétroïdes, par suite les transformés d’un noyau symétrique 
par un noyau quelconque sont symétroïdes. En remarquant que tout 
noyau est le produit d’un noyau symétrique par un noyau de ro- 
tation euclidienne, et que le transformé d’un noyau symétrique par 
un noyau de rotation euclidienne est encore symétrique, nous voyons 
que le transformé d’un noyau symétrique par un noyau symétrique 
est symétroïde. On peut montrer aisément que ces noyaux peuvent 
être considérés aussi comme des produits de noyaux symétriques. 
Soit en effet K un tel noyau, transformé du noyau symétrique S 
par le noyau symétrique o 


K= oS o 
on a alors 
S= 0 K 97 
puis i 
S = S= o Ko = o (e K) = o Ko 
done 
K = 6° K o” 
ou 
= o3K= Ko” 
posant ensuite 
ko — 
nous voyons que 
o` K= H 


et donc que H est symétrique, si done H = ç symétrique, on a 
K = go? 


produit d’un noyau symétrique ç par un noyau symétrique positif 
(à la Fredholm) o?. Inversement si 
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K = ço? 
on a 
c=Ko?=c=0-?K 
et 
K=03Ko- 
puis 
o'Ko=0 Ko" 


d'où en posant 
S =o Ko =o! Ko =S 


ce qui montre que ,S est symétrique et que 
REZ 


est le transformé du noyau symétrique S par le noyau symétrique v. 

Si nous considérons d’une manière générale ces noyaux K 
produit de deux noyaux symétriques ç et 2, nous dirons qu'ils sont 
symétrisables par composition avec un noyau symétrique, car on a 


e=KI* ou >=0!K 


ce qui peut encore s'ócrire 


g(st) = K(st) + 27'(st) + | 2 '(su)K(ut)du 


Z(st) = K(st) + o-'(st) + Jk K(su)o-'(ut)du 


ou bien encore en remarquant que ç — 2° est aussi symétrique, 
nous voyons qu'il existe alors des noyaux symétriques* ç et 2 tels 
que les noyaux 


K(st) + | Eu) Kludydu 


et 
K (st) + f Kw) a (ut)du 


soient symétriques. Cette définition est à rapprocher de celle des 
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noyaux symétrisables de Marty t). et on peut dire que cette nou- 
velle définition s'obtient en ordonnaut au sens de M. Bouligand?) 
la définition de Marty. | 

On peut aisément, en appliquant les méthodes indiquées par 
Marty, montrer directement que ces noyaux ont des valeurs sin- 
gulières réelles et simples. et qu’ils en ont au moins une. Il est 
à remarquer d'ailleurs que ces démonstrations sont plus simples que 
celles de Marty, en ce sens qu’elles exigent moins d’hypotbèses sur 
le noyau symétrisant (il suffit ici qu'il soit positif au sens de Fre d- 
holm, cela entraînant alors qu’il est défini, tandis que dans le cas 
de Marty, les deux choses étaient distinctes). Ce fait est une con- 
séquence de ce que la nouvelle définition est bien ordonnée, alors 
que l’autre ne l'était pas. Inversement d’ailleurs il est juste de dire 
que ces nouveaux noyaux forment un ensemble moins étendu que 
celui des noyaux de Marty proprement dits. En particulier il n’est 
plus exact que tout noyau à valeurs singulières distinctes et réelles 
soit symétrisable à ce nouveau point de vue, alors que ces noyaux 
sont symétrisables au point de vue de Mart y. 

Cette digression faite, je vais maintenant montrer que l’on peut 
résoudre pour les noyaux symétroïdes le problème posé par M. 
Vito Volterra de la permutabilité de seconde espèce. 

On dit que deux noyaux sont permutables de seconde espèce, 
au sens de Volterra, si l'on a dans nos notations 


HS = SH 
alors 


EEE e SE 


et le transformé de S par H est identique à S. Proposons-nous de 
trouver tous les noyaux H permutables à un noyau symétroïde 
donné S. Reprenons les notations employées plus haut, nous avons 
vu que si on pose 


= ES 
et si on désigne @ la multiplicité ponctuellement invariée par S, 


1) Voir au sujet des noyaux de Marty: Comptes-Rendus de l’Académie 
des Sciences, 6 Juin 1910, et Goursat, Traité d'Analyse, tome III, pages 
466 & 483. 

3) Voir à ce sujet une note de cet auteur au Bulletin des Sciences Mas 
thématiques de Mai 1927. 


9° 
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la multiplicité ponctuellement invarióe par S est @ transformé de 
Q par H~. De même si on appelle 67, la multiplicité linéaire for- 
mée par les fonctions y/,, fondamentales associées correspondant 
à la même valeur singulière X,, la multiplicité 9, formée par les 
fonctions y;, fondamentales associées du noyau S correspondant 
a cette même valeur singulière A,, est la transformée de 2% par 
H~. Pour que 


S=$ 


il est donc nécessaire que les multiplicités @ et 0%, soient inva- 
riées séparément (chacune dans son ensemble et d'une manière qui 
peut être quelconque) par le noyau H. Si Sest symétroïde ces con- 
ditions sont de plus suffisantes pour la permutabilité de S et H car 
la donnée, alors la même pour S et $, des multiplicités 47, des 
rapports d’homotétie correspondant à chacune d'elles, et de la mul- 
tiplicité Q (formant avec les 07, un système complet et fermé) dé- 
termine une seule transformation de Fredholm, celle justement 
qui a pour noyau Ś, on a done 


sers 


(à un ensemble de mesure nulle près). Pour trouver donc les noy- 
aux H permutables avec le noyau symétroïde ©, il suffit de pren- 
dre les noyaux invariant les multiplicités @ et @%;, et de former 
ensuite leur associé. 

Nous allons mettre en évidence dans le paragraphe qui suit 
une autre propriété des noyanx symétroïdes, propriété qui laisse 
prévoir que ces noyaux doivent jouer un rôle important dans la 
théorie des groupes continus finis et infinis de transformations de 


Fredholm. 


VI 
Le groupe continu à deux paramètres. 


Nous allons d'abord déterminer la transformation courante d'un 
tel groupe, soit 


DEA 4: sf: K(st|ab) /(t)di 


le noyau K(st|at) de carré sommable en s et # pour 
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0=s=l; 0=tAl 


est continu et dérivable en a et b dans un certain domaine 9 de 
variation de a et de b. Nous supposons de plus que ce domaine 
contient le point 


et que 


K(st|00) = 0 


de telle sorte qua ce point correspond dans le groupe la transfor- 
mation identique. Nous désignerons enfin par H(st|ab) le noyau in 
verse de K(st|ab) de telle sorte que 


FO =961+ | Hstlag( at 
et que i 
H(st|ab) + K(st|ab) + f H(Gulab) K(ut|a)du zyj 


de plus 
H(st|ab) == K(st|a';b') 


où a’ et D’ sont fonctions de a et de b Ecrivons qu'il y a groupe. 
Posant 


95 =e) + | Ketat) fdt 


et 


16) =g) + | K(celed) (dé 


on doit avoir 
46) = Fe) + J K(st|aB)/(t) di 


où a et f} sont fonctions de a,b. c,d. Prenons, comme il est clas- 
sique a,b, a, 6, comme variables indépendantes. Alors c et d sont 
des fonctions de a.b, a, B; g(s) est fonction de s, a, b. et on a ideu- 
tiquement 


g(3) + Eegi = f(s) + [Kitarat 
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le deuxième membre est fonction seulement des s, a. 6, done 


AL o+ fx (st|cd) sdt |= =; | (s) + f Kotlet jde| = 0 


1 


on a par exemple 


Ô 


zro f [iroa zab 33 K (st|« DEAN (t)dé 


+ [kute gti dt 0 
et de même en dérivant en b Puis ensuite 


5 1 
zs =- [SE (st|ed) ES qe ` K(st|ed) $ 
0 


— | Hfst|ca). / (E Kttaled +7 Ki (tu|cd) > e pa] 0de 


lac Ô > Ô ù 
5 Jelsa lre it ied + f Fraz Kleo 
0 0 


ALLO dt 


di 


, ddl è 5 l 
+ 5 [ga Cela + Kea fe 


d'où 
1 
ód 
g(s) = — s. frétledtrt t)dt t gą | S6tledjg(tat 
et 
ô de f da f 
5590=— 35 fredy (dat 53 fe (st|cd)g(1) di 
en posant 


1 
y(st|cd) = Č K(sted L f A (culcd) È K(ultcd) du, 
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et 


1 
o(st|ed) = È K(st|cd) + f HGu|cd) Ê K(ut|od)du, 
0 


a) considérons maintenant le noyau K(st|ey) où e et y sont 
des infiniments petits équivalents d’un ordre que nous considérons 
comme le premier. On a au second ordre près 


K(stlen)= e A(st) + n B(st) 


avec 


A(st)= È K(st|ab) 


a s=() 
bel 
et 

B(st) = È K(stlab)| 0 

ob l ] bal 
les deux noyaux A(st) et B(st) sont naturellement indépendants de 
a et b. 
b) considérons maintenant la transformation de noyau 


K(st|a + e, b +n) = K(stlab) + e È K(séab) 


5 
+) Kotla 
au second ordre près; posons 


=A) | Ketat eb +rod 


et 


h(s) = g(s) + | Hetla b) g(t) dt 


il vient 


ra=) f Juta b- n) + H(et|ab) + 


f(t) dt; 


+ f Heula, AE EE 


ou au second ordre près, en tenant compte de la relation entre 


H et K, 
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h) = fl) + f ley(stlab) + n8tstlab] (dt 


et cette transformation étant infiniment voisine de la transformation 
identique, on a 

ey(st|ab) + nò(st|ab) = E A(st) + HB(st) 
où E et H tendent vers O avec e et y et sont des fonctions de 
e; n, a, b, seulement. De là on tire 


y(st|ab)= p(ab) A (st) + g(ab) B(st) 
| d(stlab) = r(ab) A(st) + s(ab) B(st) 
puis 


£ g(s) =— 


da 


GES + r(cd) A JAtdstoat 


-faea ~ m s(cd) 34] f zensa 
590 = — [p(ed) 5 + reaS] f AG) g( dt — 


-fated 5 + sed) VEDIIOLI 


et les premiers membres ne dépendant que de a et b, on aura 


596) = Plat) | Atst)g(t)dt+ O(aż) | Bist) g(dde 


1 1 
90) = R(ab) | Atstyg(tat + Slab) | Behgl dt; 
0 0 
qui sont les équations intégro-différentielles du groupe. 


Intégration et conditions d’intégrabilité. 
2 
En exprimant de deux manières la dérivée seconde Sa 53 95) 
O BGC 


et en posant 
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(K.g) ECO 


il vient la condition 


(A D+ ai E) (B. g) + 


I cubes 3- aa 


et tenant compte des valeurs de 09 et de dg 


da ôb’ 
BP òR 09 68 
+ P[4.{R(4.9)+ SB. g) + QIB. {R(A.g9)+ SB. gl] — 
— R[A.{P(4.g9)+ Q(B.g)] - S[B.{P(A.9)+ Q(B.9)}]=0 


CENT ENT 
[PS — QRJ4[A. (B . g) — [B.(4.9]y=0 
POR | 
[A.(B.9)] = J [A Bj(st) g(t) dt 
en posant | 
[A BJ (st) = f Al) (ur du 
se 


(A. (B.9)] —|B. (4.9) = (48B}.9) = J44BYGhg(ddi 


avec 


{AB} = [AB] — [B 4] 
on doit donc avoir identiquement 


ôk òP 

(PS — QR) B= (5 — 35) 
Remarquons d’abord que PS --- QR ne peut être identiquement nul. 
En effet faisant dans les équations intégro-différentielles du groupe 


a+ (8-39 x 
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a==b=0 


il vient 


EDS P(00) A(st)g(t) dt | 0(00) | BCD dt; 


710] = Reo) f Asoytydt+ Stoo) f 60 swaE 


D'ailleurs pour e et y infiniment petits on a au second ordre près 


0 = fs) + e f ANIMA + n [BGN fdt: 
done | 
P(oo) = 1; Q(00)==0; R(oo)=0; S(oo)=1 
et 


(PS— QRy= 1 


ne peut donc être identiquement nul, et la condition d’intégrabilité 
trouvée plus haut donne 


1 ôR +) 1 (ds 00) 


(AB = pg ue PS QR\da db WPG 0 OR\Sa db) * 


le premier membre étant indépendant de a et de b, ceci exige 


{AB)=aA4 + BB 


avec 


(+ MT 


__1 fóR_0P|. 3; 1 (08 do) 
PST=QR| Gul ostia) 


où a et 8 sont des constantes de structure. De ces équations on 
tire immédiatement, puisque a et B sont des constantes 


o | : Ô 
; [BE - as|—3} BP — at]; 
Distinguons maintenant différents cas. 


1) « et B sont tous deux différents de O. 
On a alors à cause de la condition précédente 
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où U est une fonction arbitraire dérivable de a et de d dans le 
domaine 9. Il vient ensuite, puisque a et B sont tous deux diffé. 
rents de 0 
U 
P= ò ST 
à ad 


IE 
1 [ðU 1 ôU l 


+7]: 0=34| Lg | 


ia WE 


où FV et W sont indéterminées Ces formules donnent 


l ðU 
PS- QR=z a| WSs TA 
et 
ôk ôP © oW è ORA 200101 AW 07 
0a b a da z | da ôb —za| Se 3 | 


d’où la condition 
OW òV OU òV 
ANAA yoro 


ou 


PORCJA Pep OCA T 
da 0a ób db 
posant pour un instant 
U = Log v 
il vient, en multipliant les deux membres par v 


Óv API yo ôV 


e, N ED 
ou 
o [W d [F 
HEJA] 
puis 
ST se Baz 
pinto de 


où 7 est une fonction de a et de à définie et dérivable dans le 
domaine 9, on a ensuite 


z lóv, ôT LE Lund: 00 ôT 
Fat | 4waa| 006! a i 
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et en revenant à la fonction U 


07 ôT] 
U :£ U È 
sia vale + sa | o=3-|-S ia + Sa | 
1 guÒT 14 a gu OT 
= zg |55 + 35 | PB = + % | 
inversement il est bien clair que 
OU ðU 
sa —PP—aQ gp PR_as 
OT dI — 
= ela Q + BP) ela + BR] 


et ces conditions sont compatibles à cause des relations entre P, 
QUELS. 


De plus il faut remarquer que pour a=b==0 on a 


P(00)= 1; @(00)=0; K(oo)=V); S(00) = 


pe a "lea 


die fes 


U et T sont déterminés à une constante additive pres et comme 
leurs dérivées existent pour a= b == 0 on peut toujours suppo- 
ser que 


et donc 


U(00) = T'(00) = 0 


2) Passons maintenant au cas où l’une des constantes de struc- 
ture est nulle, soit par exemple 


5 20; a +0 
on a alors les conditions 


1 òR ORM ) — 25 _00 


Upg MORA dE EU Sa db 


il existe alors une fonction U, définie et dérivable dans le domaine 


9 telle que 
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Hit Riparo ji à. sad 
tot tuta dif ada | 
on a ensulte 
= 28! OU OU 
PS — QB— © |R 5 Pr | 


et la seconde condition 


qui s'ecrit encore 


p3U_èR_ „00 SP 


‘Ta «Ga de EL 


ou en posant 


U= Log v 
O + ref 
Ae -© b\w, 
puis 
VATI HA SO 
tes PA ZD 


où 7 est une fonction de a et de b définie et derivable dans le 
domaine 9, on a ensuite en revenant à la fonction U 


07 10U 

ao SUIT RAW AA 

BA ða’ © ada’ 

OT 1 ðU 

R= Pa} = —= 

db a db 

et inversement 

D aQ; 2 = — a Ñ; 


tenant ensuite compte des valeurs de P, Q, R, S pour a = b = Q, 
on a comme plus haut 
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U et T sont déterminés à une constante additive près et comme 

leurs dérivées existent pour a = b = 0 on peut toujours supposer que 
Do 0) 70,0) = 0 


3) Dans le cas maintenant où a et 6 sont tous deux nuls, on 
a les conditions 


MERAN ôS _ ÒQ 
ða ðb’ da db 
d’où on tire immédiatement 
O pp OA OT = òU 
TOAT a 73 a SA, ST 


où U et T sont deux fonctions définies et dérivables dans le do- 
maine 9 que comme plus haut on peut supposer toutes deux nul- 


les pour 
= 00) 


Nous allons maintenant, dans chacun de ces trois cas faire un 
changement de variables ramenant les équations intégro différen- 
tielles du groupe à une forme canonique. Nous prendrons dans cha- 
cun des trois cas U et T comme nouvelles variables. On a alors 

en reprenant les notations employées plus haut i 


dg __ „| pda ob da 00] 
= A9 PS tzy|+(B.9|057+ Szy]: 
Bp ijapa dar 4 pó da | sé]. 
37=(4.9|P57+ Roz +B.0|055+ 577]: 
d'ailleurs les conditions 


_dUSa , èUdb. _ dTda . èTÈb 


"= da 30 db dU' ‘a du | 36 SU 
__OUda , dUOb. | _ OTda , OTOb 
— da dT' db ÒT oa ETNO 
donnent 
da _1ôT, db_ 187 
OU A6b' OÙ VS " 
dA fit RE ôb 1,400 
OT — Aób' OT Ada" 


143 


en posant 
4 —8U8T__8U8T 
| du db db da 
par suite 
id 9) Perotti ST] 
SU A 1 56 RS |+B.9|05 Shall 
ôg _ 1| OU pp rt ôU „ôU. 
IP= à (4-58 a Pa | tea]: 


distinguons maintenant les différents cas. 
i) On a, d’après les valeurs de P, Q, R, S 


A—2aBe (PS — QR) 


et À n'est pas identiquement nul puisque PR — QS ne l’est pas, 
le changement de variables est donc légitime; il vient ensuite 


Ô 1 A A 

= [4-93 (A 034] 
Ô 1 VA VA 
sr = a [4 ET (È D Gal 


ou 


= n= 752 J [a A(st) — BA(st)]g(#)dt 


5790) = gag” J 10460 + BB(djy(dat 


2) On a dans ce cas 
A=ae "(PS — QB) 


le changement de variables est légitime pour la mème raison que 
précédemment; ensuite 


ôg 1 A 
=l- (B i 

1 
dI A. g). A] 
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ou 


o 1 ( 
su?!) = —- = f 36090 dt 
0 


796) = € "fa (st)g(t)d 


5) Enfin dans ce cas 
A = Qk — PS 


le changement de variables est encore légitime, et 


Q 


=(B.g); += (4.9 


SU = 07 


ou 


= g(8) 
31 
ôU 


=j Bistg(dsti zp) = | Astat 


Revenons maintenant sur le cas 1, si les noyaux A et B sont 
linóairement indépendants, on peut poser pour simplifier 


a A(st) — B B(st) | a A(st) + B B(st) | 
CZY RÓ (st) = - zab ` 


et ces nouveaux noyaux ne sont pas identiquement nuls on a en- 
suite à cause de 


Alst) = 


{A.B}=a4+ BB 


[4.8] = paga (MA. 4] + aBtA . B} — BB. B) 


[8 . a] = A.A)— aB{A.B) — 8:[B. B]] 


4 rapie” l 
puis 
(Qa. &) = 


et le système intégro-différentiel prend dans ce cas la forme ca- 
nonique 


90) = f aigat 
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90) = w | Blt) gl) dt: 


Remarquons que les noyaux A et B peuvent très bien véri- 
fier la condition 


{A.B}=aA4+ BB 
en étant linéairement dépendants, il suffit que 
aA+BB=0 
alors 
{A. B}= 0 


et c'est là le seul cas où ces deux conditions sont simultanément 
remplies; la transformation indiquée n'est plus alors possible mais 
il faut remarquer que le système intégro-différentiel devient 


1] 
2-90) = 3/4 (st)g(t) dt ; pI) #6 


Nous reviendrons sur ce cas singulier un peu plus loin. Dans le 
cas 2, À et B sont certainement linéairement indépendants, sans quoi 


{4. B =0 
ce qui est contradictoire avec 
{4 . B =a 4; 
ici encore on peut poser pour simplifier 
1 
Q= —-. B; B — A 
a 
et à cause de 
{A . B} = aA 
on a 
(a. B) = — LIB. 4) eid mr So B = & 
a a SB 


et le système intégro-différentiel devient 


sp19= f 2609021; 
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3 ] 
579 (8) = w f atst)gt)dt: 
0 


Il y a donc identité entre les cas 1 et 2 qui sont réductibles à la 
même forme canonique 


190) = fa st)g(d) dt; 


I = e WECZOCZ 


avec 
{A.B}= B; 
ceci à la restriction près, dans le cas 1., que A et B sont linéaire- 
ment indépendants. 
Enfin dans le cas 3 on a à résoudre le système intégro-diffé- 
rentiel 


Ô 


SUJ g(s) = f seost: 79) = f Ansi : 


avec 
{A.B}=0 


ce qui revient à dire que A et B sont permutables de seconde es- 
pèce au sens de Volterra. Occupons-nous d’abord de ce der- 
nier cas. 

Soit g(s|U, 7) la transformée de la fonction f(s) pour les 
valeurs U et 7 des paramètres, on a 


1 
5056140) = f BshgtlU, ai; 
et | 
zz (GW, T) = | A(st)g(e| U, Pd: 


et 


(s|0, 0) = f(8); 
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posons 
g(s|o T) =y(s|7) 
on a 


y(s|0) = f(8) 


et faisant U = 0 dans la seconde équation du système 


z7%610) = face ma: 


ou 
1 
Ô l 
579 (8|07) = f 4 (st)g(t|o T)dt ; 
0 


c’est l'équation intégro-différentielle d’un groupe de Volterra et 
par suite 


7610) =F2) + | Met T) fdt 


où M(st|T) désigne la somme de la série uniformément conver- 
gente pour toutes valeurs de T 


M(st|T)= X = 4%) 


ni 


connaissant y(s| T), g(s|U,T) est donnée par l’équation iutégro- 
différentielle 


où on fixe le paramètre 7 et où 


g(s|o T) = y(s T) 


c'est celle du groupe de Volterra à un paramètre engendré par 
le noyau B, on a done 


96|U,T)=y6|7) + f Net U)yë|T)dt 


10* 
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où N(st| U) désigne la somme de la série uniformément conver- 
gente pour toutes valeurs de U 


N(st| U) =» 2 B (st); 


ni 


tenant compte de la forme de y(s| T) il vient 


g(dU,T)=fW + f Llst] U, Tf at 


avec 


1 
L(st| U, T) = M(st| T) + N(st| 0) + | Niso! U) M(ot| T)do; 


Si on remplace M(st| 7) et N(st| U) par leur développement en 
série il vient pour L(st| UT) un développement en série uniformé- 
ment convergent pour toutes valeurs de U et de 7: 


URLE 


ml nl 


L(st|U,T) =—1+- [B . 40); 


Groupons dans cette série aussi absolument convergente les termes 
homogènes de degré p, on trouve 


UU? BM + OLT 7. (BOU. À] O2 Ur TAB. A+ ia] 
avec 


1 
COR "da 
Aa) 


si d'autre part on cherche le p*me itéré du noyau 
U B(st) + TA(st) 


on trouve, à cause de la permutabilité supposée de A et de B, pré- 
cisément 


(UB+ TA)? = Ur BP + C} UP-1 T[BP-V . À] + 
+ CUP? T:[BO-V, AO] +. 


on a en effet successivement 
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(UB + TA)” = UB + TA 
(UB + TA = U” B® + UTIB.4]+ UT[A. B}+ T’4° 
= U? B” ++ 2 UT[B.A]-- T? A” 
(UB+ TAJ)” = US B® + 2 U2 T[[B. 4].B]+ UT?[A®. Bj 
+ U? T[B®. 4] +2 UT![B. 4°] + Ts. A” 
= U: B® + 3 U? T[B*, 4] +3 UT?[B. A] + 
+ T8. AG”; 4. 


et la loi est évidemment générale. On a donc sous une forme plus 
concise | 
sl 
L(st|U,T)= Ÿ'=(UB + TA) 
(t| 0, T) = Si (UB + TA) 
pl 


ou en employant un symbolisme de sens évident 
DSO |. 


Cette dernière forme permet de trouver un théorème d’addition in- 
tégral pour L(st| UT). En faisant le produit à la Fredholm des 
deux noyaux Z(st| UT) et L(st|U'7') on trouve 


[fe SPRA [IE VI (e B+T'A) h 2 1)] a g'UB+-TA) ei e(U'B+T'A) __ 9 


ou en simplifiant 
el0+0)+(T+T)A] __ 1; 


on a done le théorème d’addition intégral 
L(st|(U F U) (TT) = Lóst| U, T) + L(s| U, T+ 
1 
+ | Lea UT) L(at| U' T')da; 

Le calcul que nous venons de faire pour déterminer Z (st | U, T) 
prouve que si la solution existe elle est de la forme trouvée, il 
faut maintenant vérifier que l'expression obtenue satisfait bien au sy- 
steme considéré, ou bien, ce qui revient au meme, que le noyau 


L(st| U, T) satisfait au système intégro-différentiel 


1 


À Lt U, T) = A(st) + f Alsa) EMETTE 
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cette vérification est aisée, ou a en effet 


O0 


Ô 1 
suL(tl D, Fee nt gr SE A(UE A TA)” 


0 m | 
zz L(st| U, T) = A(st) + 2 „(4 (UBF TA”) 
et 
| pl 
RASĄ iB- (UB+ TA)? 


DO 


[B.L)= DI È [A.(UB + TA)P] 


pl 


d'où la propriété annoncée. Il faut bien remarquer que tous ces cal- 
culs reposent essentiellement sur l'hypothèse que À et B sont per- 
mutables, ce qui permet d'y traiter les symbôles [ 4”. B™] comme 
des produits. 

Nous trouvons donc ainsi un groupe fonctionnel fini continu 
qui, comme il résulte du théoreme d’addition intégral, est abèlien 
et isomorphe au groupe des translations dans un plan. Ce groupe 
est l’extension immédiate, au cas de deux paramètres, du groupe 
de Volterra dont nous avons rappelé plus haut la définition. On 
peut maintenant aisément imaginer la forme du groupe de Vol- 
terra à r paramètres dont la transformation finie est 


1 
0 = 0) + IEN  G=U2..7 
0 
avec symboliquement 
50; A, (s£) 


L(st|U)= e" — 1 


les noyaux 4,(st) étant deux à deux permutables Le système inté- 
gro-différentiel attaché à ce groupe est 


3 | | 
A = f aństgtdi (i = 1;2;r) 


les paramètres U, sont les paramètres canoniques, le groupe est 
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abèlien et isomorphe au groupe des translations dans l’espace à r 
dimensions. 

Passons maintenant à l’autre alternative qui seule donne des 
choses vraiment nouvelles. Auparavant nous dirons un mot du cas 
singulier signalé plus haut, è savoir celui où le système intégro- 
différentiel se réduit à 


Ò 189); 5 
rO =g | Ashsthdty pa = 0 


il est alors bien clair que g(s) ne dépend pas de 7, et que l’on a 


gł) =7() + Hi L(st| U)/(# dt. 


avec 


œ 


L(st|U)= Sa (z) A (st) 


n 1 


Les parametres initiaux a et b ne sont donc pas essentiels, et le 
groupe se réduit à un groupe de Volterra à un parametre. 
Abordons le système intégro-différentiel canonique 


Iel UT) = J A(st)g(t| UT) dt; 
0 


1 


z96IU 19) = BN UT)dt; 


avec la condition de structure ou d’intégrabilité 
(Q.8)=B 


soit la condition initiale 
g(s|00) = f(s) 
posons 
g(s | U, o) ==v(s|U) g(s|o, T) = 8(s| T); 
avec 


u(s|o)= @(s|0) = f(s) 


on a en faisant successivement 7=0 et U=0 dans la première 
et dans la seconde 
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gul U) = [atout U) dt 


1 
a 0(s | T)= ft) otl T)dt 
- 0 
qui sont des équations intégro-différentielles de groupes de Vol- 
terra de telle sorte que 


v(e| U) = /(s) + forme U)f( di 


(s| T) = f(s) + J St(st | 7)/()dt 


où N et O7 désignent les sommes de séries absolument et unifor- 
mément convergentes pour toutes les valeurs de U et T 


meny 1 -A (st); at) ŻY - BO(st); 


on a ensuite par les mèmes formules, soit 


g(e| U, T) =8(s| T) f amst|U)04|7)dt; 
solt l 
g(e| U, T)= v(s| U) + | SXst|e” T)v(t|U)dt; 


qui donnent respectivement 


g(6|U,1)=/(8) + f (st U, DAO dt 
et 


El U, T) = f(e) + J L,(st| U, T) /(t) dt; 


avec 


L, (st| UT) = st] T) + 8%(st| U) + f 5800 U) 52(at| T)do : 


et 


L,(st| UT) = &Mst|U)+ ®Ust|eT)+ 


+ feror len anet Dar 


il faut maintenant montrer l'identité de Z, et de L, moyennant la 
condition 
{a BY =B 
Partons de 
[a . B] = [8 . aA] + B 


que nous écrivons symboliquement 


[Q. 8] = |B. (4+1) 


on a 


[A®.8]=[@.[0 8BJ=C.|8.(0- 1))|=|[2.8].(G- 1) 
= (8 . (@ + 1? 
qui se développe en 


[Q7.8]=[8.0*]+2[8.8]--8 
puis 


[A®. B] =[@.[8.(A+1)?]=[@.8].(@+ 1)*] =|8.(8+- 1)] 
qui se développe en 
[20 . 8] = [8. 26] ++ 3[8. 05] +-3(8.8]+-8 
la loi est évidemment générale et on a par suite 
[a . 3] = [8 . (A + 1)™) 


Il vient en second lieu 
[© . 3%] =|[8. (€ + 1)7] a-|[2e B. av. a «| 


= 5° 8. ZP]. ei J'ai BO, (A + 1)) 
=|[80. (2 + ay] 


On verrait ainsi de proche en proche que 


(AM. at] = [80 . (m + MA]. 
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Proposons nous inversement de développer [8 . Q"”] en une 
somme de termes de Ja forme 


Partons cette fois de 


[B.A] = [4 . 3] — 8 = [(4 — 1)g]; 
d’où 
(8. 60] = [I — 1).[8. A] = (8 — 1)? . 8) 
qui se développe en 
[B. QH] —[Q% . 8] — 2 [a . B] + 8 
puis on a ensuite comme plus haut 
[8.0] = (a — 1)”. 8] 


et il vient en second lieu 


[80 am la. Da 1) c2 [A0 . R] | = [(a — 2). 89); 


m m 


| kd 


enfin on a de lu móme maniere 
[BM , QU) = [(Q — m). m] 


nous sommes maintenant en mesure de transformer tout symbóle 


de la forme 
[. na Un) 4 BA) i CAL) Dl ka] 


en une somme de termes de la forme [@(” 8] ou [8 GW] 


au choix. 
Ceci posé on a 


Lst|UD)= 2 r 80 (s) + Ni 01) + 
p 1 gli ` 


[o a] 


= IJP Ta 
5 U? To (p) CD] = (p) (9)] —_ 
22 DEI [70 . Bo] DZE [aP . B] — 1 


pq 1 pq 0 


portons maintenant notre attention sur L, et tout d’abord sur Plin- 
tégrale 
1 
J sto |e'T) AT(at|U)do 


0 
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ON et © étant des séries absolument et uniformément convergen 
tes, cette intégrale est égale a la somme de la série aussi absolu- 
ment et uniformément convergente 


we TP eP” UABO, a]; 
p! a! 
pq 1 
si dans cette série on remplace l’exponentielle e?” on obtient une 
série è triple entrée qui sera elle aussi absolument et uniformément 
convergente, cherchons dans cette dernière série le terme en 7” U”, il 
s'écrit évidemment 
TP JT È [BP CALL + bagni, a E [BO | rh] + 
pig! | (q — 131! 
q—1 


l p 
+ ii 


sì on lui adjoint le terme en 7?. U% provenant du développement de 


[BP . a] 


OI(sÌ | el T) == 23 TP" GP) — ei, pla! TP p? U? BP, 
p 1 pl q0 
on trouve sans peine comme coefficient de 7% U% dans le déve- 
loppement definitif 


| 1 
(BO. (p+M]= 0.2; 
p! q: 


et on suppose dans ce calcul p > 1, si nous ajoutons les termes 
provenant de O7/(st| U) on voit immédiatement que le développe- 
ment definitif de L, est 


00 


TP. U9 
2. À i [a CH SA 


olo 
£’* 


pq 0 


on a donc 


L(st|UT)= L,(st|U, 7); 


et les deux expressions trouvées plus haut pour g(s| UT) sont done 
identiques, et la manière dont on les a obtenues montre que g(s| UT) 
est la solution unique, avec les conditions initiales données, des 
deux équations intégro-différentielles, alors compatibles, moyennant 
la condition 
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(a. BD = 8 


du groupe, et l'équation indéfinie de celui-ci est en définitive 


g6 |U, T)= F6) + f Lst | UT), 


avec 


Ds DT po Tic [0 . 27] — 1; 
pą 0 
Mais cette fois @ et B n'étant plus permutables, il ny a plus de 
théorème d'addition intégral pour le noyau L(st|U,7') et le groupe 
west plus abelien. 

Il est intéressant de déterminer les paramètres U” et 7”, de 
la transformation du groupe obtenue en composant les transforma- 
tions correspondant respectivement aux paramètres U, 7 et U’, T”. 
Partons pour cela des deux noyaux L(st| UT) et Z(st|U'T') et 


calculons l'intégrale 
1 
fLtol UT) L(at |U'T')ds 
0 


tenons compte de 
x 
List|UT)= $ 
pq 


où le sigma astérisqué signifie que dans la sommation on prend 
toutes les combinaisons d'indices p et q sauf la combinaison p= 9 = 0, 
dans ces conditions l'intégrale [L. L'] est la somme de la série uni- 
formément et absolument convergente 


UP Ta Ur T's 


pl g! r! s! 
a Pp: 9 


Tip T9 
i 


[A a ZA | 3 


avec la meme convention de sommation, er on a 


[EP . 8]. [00 .89]=[0”. [0.90]. 89] — 
= [QP . (Q — q)” . Qt); 
et par suite 


[20.30 GO. BO) =) (—- 1) Ce gr [APH to] 


a 0 
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remplaçant les produits symboliques [A . 89 .A9, 29] par leur 
valeur l'intégrale considérée apparaît comme une somme à quintu- 
ple entrée dont le terme général est 
(— o i Ch MIA (A cz [Ata 2 Br] 
pl ql r; sl 
ou mieux 
UP zę (UE ZOT" 


| EMW walk | (p-ra) (q+5) 
ab gl (501 


avec les conventions de sommation suivantes: 

p et q varient tous deux de O à l'infini, et ne sont pas simultané- 
ment nuls, r et s varient tous deux de O à l'infini et ne sont pas 
simultanément nuls, enfin a vérifie les inégalités 


0<a<r 


On voit aisément que cette série à quintuple entrée est absolument 
convergente. Posant en effet 


|U|=u |7]=8 |U|=v; |7|=86 
la valeur absolue du terme général est 


u” 0° y'20' (q u) r—a 


(p+a) (ars) 
p!q! a! s! (r— a)! oi W za 


1 


et cette nouvelle série converge. Pour le montrer il suffit de faire 
voir que cela a lieu quand on la somme dans un ordre quelconque, 
puisqu'elle est à termes positifs. Faisons d’abord la somme par 
p, 9, a, et s constants, et faisons varier r de a à linfini. On trouve 
évidemment comme somme 


u” O7 v°° B'5 | 
= [A (p+o) | BATs)] | : 


a MN y 
p!q!al s! : 


Si nous supposons maintenant que pour toutes valeurs des variables 
on a, en désignant par À et B deux constantes positives 


|J|S4;  |8|<B 


(si cela n'avait pas licu pour Q et &, ce serait certainement le cas 
pour Q et B®) il est bien clair qu'il en résulte 


| [A Pro) , Bat] | = APT Bets 
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et le terme général de la proposée est inférieur en valeur absolue à 


CCC m 


Arte Bot! 


sommant cette dernière série par p, q, a, s, constants, on trouve 
comme plus haut 


„2 Ma „ya A'S 
e 6: ci A eqv' APYa pats 


p!q! a! s! 


on acheve facilement la sommation en faisant dabord la somme 
des termes où 


nn M g+s= 0; 


il y a un nombre fini de tels termes dont la somme est 
A NP (0 + 8e)®. AP. BO; 
puo 073 + D). A. Db; 


Il y a cependant une petite discussion à faire à cause des condi- 
tions aux limites: 


1) P-=-0, Q +0 — Nous venons de faire la sommation pour 
toutes les solutions entières positives ou nulles des équations 


pa Ei j da EE 
mais il faut éliminer la combinaison 
DM) a=W;; gr; sSE- © 


et donc retrancher le terme 


de même pour la combinaison 
p=P, a=0; q=0@; s=0 


il faut retrancher du terme correspondant, qui est 


PQQ 
u 9° ov AP. RO 
P!Q! 
la portion provenant du cas où r est nul, à savoir 
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et la véritable somme est dans ce cas 


A”. Be ] 
Proi \(v + v')Y(0e” + 09° — vu?” 0° — ul 9° 


2) une discussion toute identique montre que si P= 0; Q +0, 
la véritable somme est 


B° 
D {De + je — Be — 6°) 


et que si P +40, Q=0 la véritable somme est 


P 


A 4 3 , 
pit vy” — yu —v"}; 


enfin il faut exclure le cas où P= Q = 0. La série double que 
nous venons ainsi d'obtenir est convergente et a évidemment pour 
somme 

[euro +BCOe" +0) ll [e10+80 sie [eAv'+80° i 


ou 
gAlvt0)+B(0e0'+0") __ gAu+BÓ __ gdu'+B6" | 1. 


L'absolue convergence de la proposée est donc démontrée, pour la 
sommer nous procéderons comme plus haut et nous chercherons le 
coefficient du produit symbolique 


{a" : BOY 


Une analyse toute semblable donne comme coefficient de {Al , «304; 


pro (U+ UPT + T0 — UP TO — UP); 


comme coefficient de B® 

aT + mem Tey 
et comme coefficient de A 

pił(U POPU =U") 


la combinaison P= Q=0 est exclue. La sommation definitive est 
immédiate en tenant compte du développement de L(st| UT), on 
trouve 
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L{st|(U + U^; (Te + T)] -- List| UT) — L(st|U'T'); 


et par suite le produit à la Fredholm des noyaux L(st| UT) et 
L(st|U'7T') est 
L(st|(U+ U); (Te + T°) 


la question que nous nous étions posée initialement est donc résolue 
et la loi de composition des paramètres canoniques U et T est 


ugo w = ge ep: 


en particulier la transformation inverse de celle de paramètres U et 
T a ses paramètres définis par 


U+U'=0; Te” + T'—0 
d'où 
U=—U; T = — Te. 

Nous voyons donc en résumé qu'il y a deux types de grou- 
pes à deux paramètres: le groupe permutable ou de Volterra gé- 
néralisé et le groupe non abelien que nous venons de déterminer. Le 
premier est attaché à tout système de deux noyaux permutables et 
le second à tout système de deux noyaux À et B admettant une 
structure, C'est-à-dire linéairement indépendants et tels que lon ait 


avec a et B différents de 0. Nous allons maintenant donner quel- 
ques propriétés d'un tel système de noyaux. 


Il est particulièrement intéressant d'étudier ce qui se passe 
pour deux tels noyaux A et B au point de vue des valeurs singu- 
lières et des fonctions fondamentales. Si f est une fonction fonda- 
mentale du noyau A, nous dirons que p est la „valeur spectrale“ 
correspondante si on a 


ALF] = pf. 


Cette valeur spectrale est liée à la valeur singulière corres- 
pondante à la même fonction fondamentale par la formule 


1 
tea 
p "RA 


A une valeur spectrale différente de 1, correspondent un nom- 
bre fini de fonctions fondamentales linéairement indépendantes. Si 
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p est égal a 1 (cas d'une valeur siogulière infinie) on a comme 
fonctions fondamentales correspondantes, les fonctions fondamentales 
spéciales telles que 


Alf1=f 


qui sont invariées par la transformation de noyau A. Ajoutons en- 
core que nous donnerons à toute différence de deux valeurs spec- 
trales le nom de raison spectrale. 

Ceci posé considérons deux noyaux À et B admettant une 
structure de constantes a et f, et désignons par f une fondamentale 
du noyau À, de valeur spectrale p, 


A[f]= pf. 
On a en général 
{AB}[f]= 44B[7/]) — B{A[{} +7 


et puisque A et B admettent une structure 


{AB}[f]= a 4[f] + BBIf]—(a + B)f+ / 


d'où 
A[B[f]} — B{AL7]} = a A4[f]+ BB[7/] — (a + 8B)f 


mais f étant fondamentale directe pour À 


A[f]= pf 
posant donc 
B|f]=9 
on a 
A[g] — pg = apf + Bg — (a+-B)/ 
ou 


A[9] — (e + B)g = [alp — 1) — B]F; 


De la même manière si A et B désignent comme de coutume 
les noyaux associés de À et B, ces noyaux admettent la structure 


(AB) = — aA — BB 
_ donc si f est une fonction quelconque, on a 


A{B[f]} — B{A[{]}= fla + 8) — a A[f] — BB[/] 


et si À est une fondamentale associée correspondant à la valeur 
spectrale p, telle que lon ait 
Rocznik Pol. ‘low. Matem. T. VIII. 11 
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on a en posant 
B[h] = k 
A[k] — (p — 8)k = — [a(p — 1) — B]h 


k et h sont done solutions d'ćquattons de Fredholm, qui, selon 
les valeurs des constantes sont de premiere ou de seconde espece 
avec ou sans second membre. Mais dans tous les cas, si on cher- 
che pour ces ćquations des solutions respectlvement des formes 


on trouve immédiatement que de telles solutions existent toujours 
en prenant pour À et À, les valeurs (pouvant être nulles) 


1=1=|1-6— 3]: 


et cela quelles que soient les valeurs de la constante spectrale p et 
des constantes de structure a et 8 (essentiellement différentes de 0). 
Achevons maintenant la discussion. Prenons d’abord le cas des fon- 
damentales directes. Si p + B n’est pas une valeur spectrale, l'équa- 
tion en g a une solution unique, qui est donc 


a 
[16-05]. 

Si au contraire p + B est spectrale on a 
s=|1—0—05 [+4 


où /, est solution de l’équation homogène 


AJA] = (p+ B)ñ 


et si 0 + 2 f n’est pas spectrale, on peut affirmer de la même ma- 
nière que 


g=Bl=|1-@+8-DS|f 
un calcul aisé montre alors que 


sf i-e- 
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et ainsi de suite de proche en proche. S'il existe une „Série spec- 
trale“ à m termes de raison B c’est-à-dire si 


p; PHP; p+2B;...; 0 +(n— 1)8; 


sont des valeurs spectrales, et si p + nf n'est pas spectrale, on 
a successivement 


F A[f}= pf 
By=|i — 0—13|7+4 
Pa ALf]= (0 + By: 
B(A]= [1 —(o+ 8 — DE|A+A 


A[fs] = (p + 28) 


etc., et enfin 
Bf= [1 —{p+(n—1)8 — TI 


puisque p + nest pas spectrale. On peut d’ailleurs remarquer 
qu'on peut prolonger indéfiniment ces formules en écrivant pour 
toutes valeurs de m les formules récurrentes 


Bf.) = 1— [p + mp — 115 | fa + fa 


avec 


Afm] = [p + (m + 1)8] fnt 


p4ng n'étant pas spectrale f, est nul, done aussi tous les f„ pour 
m = n. Enfin par un calcul facile on voit que, d’après ces formules 


Den 1 | 

e|r+yz tyt kwież|- 
a 1 1 fa of Ufa 4 
-e-o pHi taat Fm] miian 


ce qui montre que 


11e 
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est une fondamentale pour le noyau B, correspondant à la valeur 


spectrale È — (p — 155) 


Ajoutons encore un fait important. Employons la notation 


(af) = | ANSO dt: 
0 
on a, pour toutes valeurs de l'indice m, 
fan = Bifa — | +8 — DS) = 


= (Bfn) + (+ m8 — 1)5 fn 
et 


(Afa) = (p + MB —1)/, ; 


donc 
m A= (Bfn) +3 (Afm) = laA + BB) fa): 


et de proche en proche 


fa = plea + BB)" fa]: 


en désignant par (aA + BB)" le m-ème itéré du noyau (a A + BB). 
On peut donc écrire, puisque /, devient nulle pour m > n, 
p 1/ 1 fia fn- = 
Vite Star a +" Data EWA 


en désignant par S la somme de la série absolument convergente 


1 |a4A+8B 
Sa 


Le même résultat subsiste s’il existe une série spectrale infinie, 
c’est-à-dire si 


(m) 
j 


pi mB 


est une valeur spectrale pour toute valeur entière positive ou 
nulle de l’indice. On voit alors que la série 
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mla 
| Lf 
converge absolument et a pour somme Ś[/], par suite que a 
tend vers 0 pour m infini, et donc, d'après la formule 
sonia at xi |= 
a al Ja EYE" 
-0-V3].f+qatt mm" 
que S[/] est fondamentale pour B avec la valeur spectrale 
leo 
Pomoz, 
On préciserait sans peine le raisonnement, nous ne nous y attarde- 


rons pas. 
Un calcul tout semblable donne les résultats correspondants 
pour les noyaux associés A et B. Posant successivement 


A[h] = ph; 
B(j=|1—(—13]h-+h. 


avec 


Ah] = (p — 8) 


puis indéfiniment 


bi | — p — mB — 15| kn 


avec 


An] = (p — (m + 1) 8) hmp 


enfin comme plus haut on vérifie que 


B |r i Hara t+ Ca] 


E 


166 


si donc il existe à partir de la valeur spectrale p une série spec- 
trale décroissante d’ordre x, c’est-à-dire si on a les valeurs spectra- 
les successives 


p, p—B; p—2B; p—3B;...;p—(n—1)8 


et 81 
p — np 
n'est pas spectrale, », est nulle pour m =>» et 
hı I hą | n— if hn1 
* mil a eżlaż tt WIG Diet: 


est une fondamentale associée de B pou ii à la valeur 
spectrale 


l—(p— 15; 


De plus on a successivement 


h =z (A+ 8B). h] 
h, = g [aA +BB) hai - 


puis 
h, Fi (a A ee h 
na" n!]\ aß | 
et donc 
ha I hs m hm 
Re Coma TC D te 


est dans tous les cas, (même dans celui d’une série spectrale dé- 
croissante infinie) une série absolument convergente ayant pour somme 


>[h]; 
en posant 
"(= | Di a A+ BB\" 
2 (st) SG l 108 wał 


somme qui est fonction fondamentale associée pour B correspon- 
dant a la valeur singuliere 


pe) 
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Il est à remarquer que, d’après ce qui a été vu dans le pa- 
ragraphe précédent, on a 
AC" (sh 
On peut recommencer le calcul en changeant A en B, B en 


9 
A, puis a en — B et B en — a. Et de la meme maniere on con- 
state que si u est une valeur spectrale pour B 


I-(— 1 


est une valeur spectrale pour A, et que désignant par f” et h’ les 
fondamentales directes et associées correspondantes pour B 


Srel]; 
et 
S[k']; 


sont respectivement des fondamentales directes et associées pour A 
correspondant à la valeur singulière 


1 ine er 


a 
remarquons du reste que si 
u=|i — (p— 1) H 
p=|1- DEL. 


En définitive, résulte de la comparaison de tous ces résultats 
que si les noyaux A et B admettent la structure 


on a inversement 


{AB} — aA + BB 
à toute valeur spectrale o de À correspond une valeur spectrale 
u de B liée à p par la formule 


u=1— (p— 1); 


A et B sont proportionnelles, on a 


et réciproquement, autrement dit les valeurs singulières À et 6 de 
9 
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o ta 
UP ar 


De plus si p et u sont deux valeurs spectrales se correspondant et 
si 07 et OC sont respectivement les multiplicités linéaires formées 
par les fonctions fondamentales directes et associées de A corres- 
pondant a la valeur spectrale p, les multiplicités 07” et ©?’ formées 
par les fonctions fondamentales directes et associées de B corrès- 
pondant a la valeur spectrale u s’obtiennent en transformant @7 et 
® par les formules 


ON" = S[0%)]; av = SHN]; 


Un cas particulièrement simple, important et qui est d’ailleurs le 
cas général est celui où l'ensemble des p n’admet aucune raison 
spectrale égale à 6, ou encore, ce qui est équivalent, celui où len- 
semble des „ n'admet aucune raison spectrale égale à a; ce qui 
précède montre alors que le noyau S invarie les 27, et que le no- 
yau S invarie les 22. A et B ont alors mêmes fonctions fondamen- 
tales. Dans le cas où il n’en est pas ainsi, considérons le trans- 


formé du noyau 4 par le noyau S. 
A—=S "AS 


Nous avons vu que À avait mêmes singulières que À et qu’on pas- 
sait des multiplicités fondamentales 27 et 07 de A à celles de A 
par la transformation 


on = SƏN]; ov = S- [07]; 


D'autre part si K est un noyau quelconque et ? une constante, le 
noyau lK a évidemment mêmes multiplicités fondamentales que K 
et ses valeurs singulières s'obtiennent en multipliant celles de K 


1 . 
par 7- De cette remarque rósulte que les noyaux 5 et ad 
p 


ont memes multiplicitós fondamentales et memes valeurs singulieres. 
Voyons maintenant ce qui se passe dans un cas particulier 

important, celui où le noyau À est supposé symétroïde. Tout d’abord 
a : 

z A et — A sont aussi symétroï- 


B B 


des. Si on suppose en outre, comme cela a lieu dans le cas géné- 
ral, que les constantes de structure ne sont pas raisons spectrales, 


v 


il est bien clair qu'alors — 
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B 


et mêmes multiplicités fondamentales; mais E: A étant symétro- 


on peut affirmer que B et — z A ont mêmes valeurs singulières 


ide il ny a qu’une seule transformation admettant ces valeurs sin- 
gulières et ces fondamentales, dont le noyau ne peut être que 
a 


8 


f 


A, on a done à un ensemble de mesure nulle près 


aA+BB=0 


et les noyaux A et B sont dans ces hypothèses proportionnels. Ils 
ne sont pas linéairement indépendants et il n’y a pas véritablement 
structure, Si donc, comme nous continuons à le supposer, A est 
symetroide, il est nécessaire que B, par exemple, soit raison spec- 
trale pour le noyau A. Faisons donc maintenant cette hypothèse 


alors — A A est toujours symótroide et un raisonnement identique 


à celui que nous venons de faire à l'instant montre que 


aå + BB =0. 


Il est intéressant de préciser autant que possible en quelle mesure, 
dans ces hypothèses, A et B sont différents. Bornons-nous d’abord 
à un cas particulièrement simple, celui où l'ensemble des p présente 
une et une seule série spectrale de raison ĝ, 


p; p+ È 


supposons encore p différent de l'unité, ainsi que 0 + f, et imagi- 
nons de plus que les multiplicités fondamentales de A correspon- 
dant A p et à p--$B soient une fois étendues Plus précisément 
soient $, et D, les fondamentales directes correspondant à p et à 
p + B, et yı et y, les fondamentales inverses correspondant aux 
mêmes valeurs singulières, on a 


[pi Va] = [he : Yal = |; [pa 3 UA ri [da : Yı] = 0 
B a pour valeurs singulières correspondantes 


a L 


(0 84 1—(p—1)5— a 


qui sont toutes deux différentes de un, et les fondamentales sont 


$ = Slp] = p +: vi= SM] = VW; 
pa = Sip] = pe ; p = Sy] = Va + my; 
Désignons maintenant par 2 un noyau tel que l'on ait 
Zip] = Sp Zy] = S7 [ya] 
Žip:] = S[p.}; io Sy] 


SZ1=S' 


et posons 


il est bien clair que ce noyau S’ invarie les fondamentales direc- 
tes de A, et que S' invarie les fondamentales inverses. Or comme 
A est symétroïde le système des fondamentales directes, par exem- 
ple, est complet et fermé, S’ invarie par suite toute fonction de 
l'espace et est done presque partout nul; on a donc à un ensemble 
de mesure nulle près 
= 2. 
Cherchons 2 de la forme 


2 (st) = Agi (yt) + Be (s)y, + G gals)y, (t) + Dols) pl); 
il vient 
2|$:] = pı + Adi + Ch 
Žig] = Po + Bi + Dh, 
d’où 
AND MU 
et 


S(st) = Ch (siya lt) 


puis ensuite 


S(t) = — Co: (s) Yi (t) 
S(st) = Co: (ty, (s) = — 588); 


d'où 
S~ [y] = yr 
S [Ya] = Ya — CY 


qui sont bien de la forme indiquée. On a donc 
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A = SA S = A(st) + f swa(ua + fau S (ut)du + 
+S [Sew 405 -EDdua) 
= A (st) + [c (sh, (u) A(ut)du — fat Colu) Y (t) du 


+f fo (Sy, (w A(wv) ps (v) y(t) dudy = A(st) — B Cp: (s)y/, (t) 


en tenant compte de la forme supposée de S et des relations de 
biorthogonalité. Enfin il vient en définitive 


Œ: : a 


Bez p a ciag + a Cgy(s) W, (t); 


et on vérifie sans peine directement que 


{4 B} = a A + BB = ap Co(s) (t) ; 


Telle est donc dans ce cas la forme du noyau aA + BB, il est 
à remarquer qu'il n’a pas de valeurs singulières et que tous ses 
itérés sont nuls car œ, et dyr, sont orthogonaux, Traitons mainte- 
nant un cas plus général, celui où on a une série spectrale d’ordre 
n et une seulement, dont les termes sont de plus tous différents de 
1, avec l’hypothèse supplémentaire que les multiplicités fondamen- 
tales correspondant aux valeurs spectrales de cette série sont toutes 
une fois étendues. Soient comme plus haut 


papier 628.454 Cr —A)P 
les valeurs spectrales de A pour cette série, 
Pis Das Ps. Pa 
les fondamentales directes de À, et 


Ya; Was Was. Was 


les inverses avec 
[pi vl = ey. 


Les fondamentales correspondantes de B sont de la forme 
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di "= Sip] = pı dr ai ©; + a Ps „aH al Pn 


pa = Slp] =..... Pa + Mpa + + dni $n 
È = pd =r LL a ghi dn1 di 
da = Sté] RO MIGA. » AE La 


pour les directes, et 


V S 
Va =S- [s] = bi + vo 
3 ST Kg Dos jA e 


PER y- BY] = = bay, 4% ty, Y Ba + H brina F Wa 
On montre ensuite comme plus haut, à cause du fait que A est 
symétroïde, qu’il y a un seul noyau © possible; cherchant done S 
de la forme 


S(st) = X aspils) y(t) 
on a ti 


Sip) = pi + DNand.(8) (k< n) 


i mi 


et à cause des valeurs de ©’, 


dy =0 pour 2=)7 


et 
aj = Qi pour i>j 
d’où 
p | st 
B= POZY ; 
+ WE AE 


sì on écrit ensuite que 

Sr] =” Ve 
on trouve des conditions entre les a et les b qui ne sont autres 
que celles qui expriment que 


[$, - W;] = 64; 


Disons seulement, comme on le vćrifierait sans peine, que l’on peut 
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n(n — 1) 


à constantes arbitraires et que Jes 


considérer les a comme 


b sont alors déterminés d’une manière unique. Ajuutons encore que 
le noyau S ainsi déterminé n’a pas de valeurs singulières et que 
tous ses itérés sont nuls; par suite 


STi = -_S 


frena indu 7] DI BLIGE fassa u)du 2 


J1 bmi 


puis 


=> PT —1+(j— 1)BJat pis) yt) | 


j roms gd D'Î Slo -Diege 
j 1 i jl 


on en dóduit que 


£ Slsu) A(uv) S-' (vt) = 0 


et que 


AE 4482 | Sat ne 120) 


sn 7a A 
d'où 
a + 
B=ja+0)| DZE ali jp | 
í | 
ri 
Ici encore on peut vérifier directement que 


(4 By = a4 + EB = aB > JP (È -j Dy: 
Z È j+1 
On a des résultats analogues pour nne série spectrale infinie à con- 
dition de prendre les constantes arbitraires a de telles manieres 
que S soit une série absolument convergente, et on sait qu'il doit 
en être ainsi a priori. Le calcul est un peu plus compliqué sans 
que le résultat change, si on suppose que les multiplicités fonda- 
mentales correspondant aux valeurs spectrales d’une série spectrale 
sont plus d’une fois étendues (ce quì pourra arriver en particulier 
si lune des valeurs de la série est égale à un, auquel cas les mul- 
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tiplicités spectrales correspondantes pourront être infiniment éten- 
dues). Nous ne nous étendrons pas sur ces Calculs et nous énonce- 
rons tout de suite le théorème. 

Si deux noyaux À et B admettent une structure, et si Pun est 
symétroïde, l'autre lui est en général proportionnel et il ny a pas 
véritablement structure. Cependant si on peut affirmer qu'il y a bien 
véritablement structure, alors il y a singularité spectrale et 
les constantes de structure sont des raisons spectrales. De plus le cro- 
chet des deux noyaux est un noyau sans valeur singulière dont tous 
les itćres sont nuls, et il s'exprime uniquement en fonction des fonda- 
mentales d'un des noyaux, correspondant aux valeurs spectrales faisant 
partie des séries spectrales. 

Comme conséquence de ce dernier fait, signalons que si l'on 
met alors la structure sous la forme canonique vue au début de 
ce paragraphe, en introduisant les noyaux 


y __1A — PB 

a 2 ap 
et 

n__aA + pB 

M żab 
tels que 

(AB) = & 

on a 


{AB}=2aB.& 


et donc & n’a pas de valeurs singulières et tous ses itérés sont 
nuls. Il en résulte que si on construit le groupe à deux paramètres. 
correspondant à la structure (A, 8), groupe dont la transformation 
courante a pour noyau £(st| U, T), qui comme nous l’avons vu est 
la somme de la série double absolument convergente 


E [Tm Tu 
nni —_— Tam (n) 
RONDES sn m! n! (oa ar 
mym 0 


on constate que ce noyau £ se réduit à 


= Ur" 7” 
2(si|UT)= J — amy TS a.a); 
mi m 1 


et est done, par rapport au paramètre canonique 7 une fonction 
du premier degré seulement. 
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Nous avons vu plus haut que les noyaux symétroïdes étaient une 
généralisation naturelle, et vraisemblablement la plus étendue qu'il 
soit possible d'imaginer, des noyaux symétriques. Si d’autre part on 
remarque qu'étant donnés deux noyaux symétriques A et B, le cro- 
chet de ces noyaux 


1 1 
(ABY = f Alsu) Bud) du — f Aui) B(su)du; 


est symétrique gauche, et si on en déduit. comme il est bien clair 
que deux noyaux symétriques ne peuvent admettre de structure 
(à constantes non toutes deux nulles), il apparaîtra que le théorème 
que nous venons de démontrer est une généralisation étendue de 
cette proposition évidente. 

Terminons en donnant de ce théorème un autre énoncė, peu 
différent mais qui, a certains égards, peut paraître plus précis. 

Etant donné un noyau symetroide A, et des constantes de struc- 
ture a et B, si on se propose de trouver tous les noyaux B tels que 


{AB}= a À + BB 


le problème west possible que si B est égale à une raison spectrale du 
noyau À; et si cela a lieu le noyau B est de la forme 


pri pis 
3 + 


où © est un noyau dont tous les itérés sont nuls et qui est déter- 
miné, quand on connaît À, a et B, à des constantes près, dont il de- 
pend linéairement. De plus B est symétroïde. 


Nous arróterons ici ce mémoire, deja fort long. Nous retien- 
drons de ce dernier paragraphe que les noyaux symétroïdes sem- 
blent jouer un rôle spécial dans la théorie des groupes continus 
à plusieurs paramètres non permutables, tout d’abord le pro- 
blème de la détermination des noyaux admettant une structure avec 
un noyau symétroïde donné est complétement résolu, et l’essentiel 
est de remarquer qu’il n’est pas toujours possible et que les con- 
stantes de structure doivent être prises convenablement. En second 
lieu il apparaît bien que les groupes continus non permutables, 
à deux paramètres, dont la base est symétroïde, ont une structure 
particulièrement simple qui autorise à les signaler. 
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Il resterait maintenant à traiter la question des groupes con- 
tinus non permutables à plus de deux paramètres. Sans qu’il y ait 
besoin d'insister nous nous bornerons à dire que leur construction 
est liée a la détermination des structures d'ordre élévé, c’est-à-dire 
des noyaux 

A; (== LA n) 
tels que 


u 


Pi 
(4,4) = D aA, 


k1 


où les aj sont encore des constantes de structure. On prévoit sans 
peine que si une telle structure existe entre les noyaux A,, con- 
naissant le spectre ou ensemble des valeurs spectrales de l’un d'eux 
A, par exemple, on obtient les valeurs spectrales de tous les au- 
tres en résolvant des systèmes d'équations linéaires dont les tableaux 
dépendent simplement des constantes de structure. De plus, en gé- 
néral, et sauf des cas particuliers où existent certaines relations 
entre les constantes de structure et les raisons spectrales des noyaux, 
tous ces noyaux ont mêmes fonctions fondamentales. Enfin si un 
ensemble admettant une structure contient un noyau symétroïde, 
il y a forcément singularité spectrale, et tous les noyaux de l’en- 
semble sont déterminés connaissant l’un deux, à des constantes pres. 
De plus ils sont tous symétroïdes. 

Il faudrait aborder maintenant la question des groupes conti- 
nus infinis. Nous espérons pouvoir y revenir ailleurs. Mais on peut 
prévoir, par analogie avec ce qui précède, que cette question est 
intimement liée a celle de la détermination des ensembles inf- 
nis de noyaux admettant une structure, c'est-à-dire tels que le cro- 
chet de deux noyaux de l'ensemble fasse partie de l’ensemble. Par 
exemple, on voit sans peine que le crochet de deux noyaux symé- 
triques gauches est encore symétrique gauche. Voici done un exem- 
ple simple d'ensemble infini admettant une structure, auquel corres- 
pond le groupe continu infini des rotations fonctionnelles. Au con- 
traire l’ensemble des noyaux symétriques droits est sans structure. 
Enfin il est encore à prévoir que dans cette théorie les noyaux 
symétroïdes joueront un rôle essentiel puisque les constantes de 
structure d'une structure de noyaux symétroïdes ne peuvent pas 
être prises arbitrairement. 


Sur la transformation des fonctions auto- 
morphes de plusieures variables. 
(Résumé d'un mémoire publié en langue polonaise). 

Par 
K. Abramowicz. 


Nous nous proposons d'étendre aux fonctions automorphes de 
plusieures variables les idées de Poincaré!) sur la transformation 
des fonctions fuchsiennes. On a la première généralisation: Etant 
n fonctions automorphes indépendantes 


Fi(Yas Yar ---Ynh E= 1, 2,... n, 


appartenant au groupe hyperfuchsien G de variables y;,. y4.... y, ou 
cherchera le groupe continu / de substitutions linéaires 


(1) (Vedete ia i 


telles que les fonctions transformées f;(Y,, Y,,... Y,) soient liées 
avec les fonctions données /;(Y1. Ys... Yı) par les m relations algé- 
briques 


(2) RACKA (4), ---fa(y)=0, i=1,2,... 


Dans le problème posé les relations linéaires (1) entre les deux sy- 
stèmes de variables 


(3) A, Fed Wsie: Un 


doivent entraîner les relations algébriques (2) entre les fonctions 
SY, Ya... Ya) et f;(Yy, Ya. --- Yn) Mais on peut demander, si des 


relations non linéaires entre les systèmes (3) ne peuvent pas con- 


t) Oeuvres, t. II, p. 508. 
Rocznik Pol. Tow. matem. T. VIII. 12 
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duire aux relations algébriques (2) entre les fonctions correspondan- 
tes f,Y;, Y,,... Yn) et /,(Y1, Yos --- Yn) En observant que les fonctions 
f;(Ty) appartiennent au groupe TGT, nous nous proposons le pro- 
blème plus général: 

Etant données 2 n fonctions indépendantes 


F(Y, Vas... Ph SiYi Yos -+ Yn) 4 = 1,2,...n 


appartenant respectivement aux groupes hyperfuchsiens G; et G,de 
variables Y,, Ÿ,,... Yn et y,,y:,...y,, on demande quelles relations 
algébriques 

(4) DIRAIT ES NOR yy, Va, ya 07 MUZIO, n 


linéaires par rapport A y;,Ya;...Y„ peuvent exister entre les varia- 
bles Y et y pour que les fonctions /,(y) et F,(Y) soient liées par 
les x relations algébriques 


RE, fis fas -++ fa) = 0. 


Les variables Y et y étant liées par les relations (4) on dé- 
signe par Dy et D, les domaines fondamentaux de groupes Gy et 
G,. On aura les propriétés suivantes: | 

1) Etant (c;,c,...c,) et (Ci, C,...C,) deux points liées par 
les relations (4) il existe dans le domaine D, une infinité de points 
S(c) équivalents au (c), tels que le point (y,,y:,...7,) décrivant une 
courbe joignant les points S(r) et (c) le point correspondant (Y) du 
domaine D, en sortant du point (C) arrive au point (Y) pour le- 
quel on a 

F,(Y) = F(C). 

2) Les Y et y étant liées par les relations (4) les groupes hy- 
perfuchsiens G; et G, contiennent les sous-groupes infinis isomor- 
phes Gy et G, dont les substitutions correspondantes laissent inva- 
riables les relations $, = 0. 

On déduit de ces propriétés le théorème suivant: 

Si le groupe hyperfuchsien G, ne contient aucun sous-groupe 
à l'indice fini laissant invariable un hyperplan de l’espace (y,, Y2; --- Yn) 
alors la condition nécessaire d'existence de n relations algébriques 


(5) RF fofo eSa) = 0 


entre les n fonctions fi, fe; -.-f: appartenant au groupe hyperfuch- 
sien G, et n fonctions F#,,F,,...F, appartenant au groupe Gy, con- 
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siste dans ce que les relations $ =0 soient linéaires par rapport 
a Y et y. 

Si l’on désigne ces relations linéaires par le symbole ( Y) == 7(y) 
on trouve encore qu'il est nécessaire pour existence de relations (5) 
que les groupes G, et 77'G,7T aient un sous-groupe commun d'in- 
dice fini par rapport à ces groupes. 

Nous posons ensuite G; = G,= G, F,= f, et nous supposons 
que le polyedre fondamental du groupe G ni sa frontière n'aient 
aucun point commun avec la frontière du domaine fondamental D. 
Nous nous proposons de déterminer le groupe continu / de substi- 
tutions linéaires 


(Y,, Ya ... W) nr” TY Yas ee Yn) 


et le groupe hyperfuchsien G possedant la propriété que les n fonc- 
tions indépendantes appartenant au groupe G et les n fonctions trans- 
formées /;,(Ty) soient liées par les n relations algébriques (5); les 
hypothèses faites sur le polyèdre fondamental suffisent!) pour 
l'existence de relations (5). 

En désignant par g le sous-groupe d'indice fini de groupes G 
et T-'GT composé de substitutions 


n+1 


(6) X= Doux, i=1,2,...n+1, 


k=1 


où X.= Y,Xny1) £, = Y, £n} (r = 1,2,...n) on déduit de la conti- 
nuité du groupe / les propriétés suivantes: 

1) on a l'égalité V = T''VT pour chaque substitution V du 
SOUP YJ, 

2) les substitutions 7' appartiennent au groupe hyperfuchsien 
continu, 

3) les substitutions 7 laissent invariable chaque espace de 
l'ensemble E,, si l’on désigne par =E, l’ensemble de tous les espa- 
ces fondamentaux à p dimensions appartenant aux substitutions (6) 
du groupe 9, 

4) l'ensemble E, contient un nombre fini d'espaces à p di- 
mensions, 

5) on peut se borner aux groupes g dont chaque substitution 
(6) laisse invariable tous les espaces de l'ensemble £,; en effet, on 


1) Girand: Lecons sur les fonctions automorphes, $ 31. 
12° 
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observe que les substitutions du groupe g ne peuvent que permu- 
ter ces espaces, car si la substitution V; appliquée à l’espace S, don- 
nait l'espace V;(S,)= S,, la substitution V,V;V,7!, dans laquelle 
V, a l’espace fondamental S,, donnerait V;V;V7!(S)) = S;; le groupe 
g contiendrait alors un sous-groupe d'indice fini dont chaque sub- 
stitution laisserait invariable les espaces de l’ensemble £,. 

Sì l’on laisse de còté les cas, où après la transformation con- 
venable le nombre de variables de groupes g ou / pourrait être 
réduit, on obtient le résultat suivant: 

Si le groupe continu / de substitutions 7 après une transfor- 
mation convenable Q7'f Q est composé de substitutions 


Qiie Alnis Qi, — A 


Qn—),1 ... An-1,n-1 + An1 77 Anı 
DI pla gii 0 Fi a 


Di, 00° De b, 8 — b 


où (a — b) =1 et 


n—]1 n—1 
Yy 
Y'a,a, = 1, Va,a,=0, SE, ata 1 
iml f=1 
a—1 n—1 


PCE + aa? — bb? == 1, Ż ud, + b(a — b) = 0, 


fem] i=] 


on aura n relations algébriques de la forme 


R(f(Ty), AY) --- fay) = 0 


entre les n fonctions f, appartenant au groupe hyperfuchsien G qui 
contient (comme sous-groupe d'indice fini) le groupe g composé de 
substitutions (6) laissant invariable le point unique y, = 0, y, = 1 
ou l’hyperplan y, = 1 et échangeables avec les substitutions 7. 

En effet, les groupes G et 7-G7 contiendront un sous-groupe 
d’indice fini, parce que le groupe g, en vertu de l'égalité g = 7"'g7, 
sera contenu dans 7 G7. 


Sur les invariants intégraux de certains 
espaces homogènes clos et les propriétés 
topologiques de ces espaces. 


Par 


Elie Cartan. 


Le but principal de ce mémoire est d'indiquer une méthode per- 
mettant de former, dans certains espaces clos à un nombre quelcon- 
que de dimensions, un système complet d'intégrales de différentielle 
exacte linéairement indépendantes. On dit que h intégrales de différen- 
tielle exacte multiples d'ordre p (ou de degré p) sont linéairement 
indépendantes si aucune combinaison linéaire à coefficients constants 
non tous nuls de ces intégrales ne peut se déduire d’une intégrale 
multiple de degré p — 1 par la formule généralisée de Stokes (ou 
par dérivation extérieure). Les espaces dans lesquels la méthode 
s'applique sont ceux dans lesquels opère un groupe fini et continu 
trarsitif clos G!). On peut alors se ramener au cas où les éléments 
d’imégrale multiple du système complet sont invariants par G, au- 
trement dit où les intégrales cherchées sont des invariants intégraux 
(au sens de Lie). La recherche de ces invariants intégraux est 
ramenée d'autre part à un problème dAlgebre. Pour une catégorie 
particulière d'espaces clos, que j'appelle symétriques, on a le théo- 
reme remarquable que tout invariant intégral est une intégrale de 
différentielle exacte; de plus le nombre d'integrales de différen- 
tielle exacte linéairement indépendantes (au sens indiqué plus haut) 
de degré p est égal au nombre des invariants intégraux linéairement 
indépendants (au sens algébrique ordinaire) de degré p. 

Je propose d’appelle polynome de Poincaré d’un espace clos le 
polynome ©(ż) de degré n (nombre de dimensions de l’espace) tel que 


1) Tout espace de cette nature peut être représenté, avec correspondance 
ponctuelle biunivoque et continue, par une variété sans singularité d'un espace 
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le coefficient de £? soit égal au nombre des intégrales de diffé- 
rentielle exacte linéairement indépendantes de degré p. C'est en effet , 
surtout H. Poincaré qui, en 1895, dans son mémoire fondamental 
sur l’Analysis situs paru dans le Journal de l'Ecole Polytechnique, 
montra l'importance pour l'Apalysis situs des intégrales de différen- 
tielle exacte admettant des périodes, importance qui résultait du 
reste pour n == 2 des travaux de Riemann sur les courbes algébri- 
ques. Malheureusement nous ne savons pas d'un maniere précise 
jusqu’à quel point les coefficients de ce que j'appelle le polynome 
de Poincaré nous renseignent sur les différents ordres de connexion 
(ou nombres de Betti) de l’espace; il semblerait, d'apres une phrase 
assez obscure du mémoire de Poincaré, que pour le grand géomè- 
tre, ces coefficients sont au moins égaux aux ordres de connexion 
diminués d'une unité; mais la question n’a pas, à ma connaissance, 
été définitivement tranchée '). 

Malgré cela, la considération des invariants intégraux me sem- 
ble être le seul moyen pratique d'aborder actuellement l'étude des 
propriétés topologiques des espaces clos homogènes, puisqu'on a, pour 
ces espaces, l'immense avantage de pouvoir former effectivement tou- 
tes les intégrales de différentielle exacte susceptibles d'admettre des 
périodes. 

Jai appliqué la méthode générale à la détermination du po- 
lynome de Poincaré de l'espace projectif complexe; grâce aux in- 
variants intégraux, tres simples, obtenus, on a un moyen éranscendant 
de définir l'ordre et la classe d'une variété algébrique. J'ai étudié 
aussi l'espace projectif complexe réglé, qui est à 8 dimensions ré- 
elles et qui admet un invariant intégral du second degré, deux du 
quatrième et un du sixième. Le premier invariant intégral permet 
de trouver par intégration l’ordre d'une surface réglée algébrique, 
les deux suivants permettent de trouver l’ordre et la classe d’une 
congruence de droites, et le dernier l'ordre d’un complexe de droites. 


euclidien à un nombre suffisant de dimensions, les transformations de G se tra- 
duisant sur cette variété par des rotations autour de l'origine opérant dans tout 
l’espace euclidien ambiant. Le cas le plus simple est celui de la sphère. Voir 
E. Cartan, Sur la détermination d'un système orthogonal complet dans un 
espace de Riemann symétrique clos (Rendiconti del Circolo matematico di Pa- 
lermo, t. 53, 1929, p. 217—252). 

1) Depuis que ce mómoire a ćte redige, M. Georges de Rahm a an- 
nonce (Comptes rendus, 188, 1929, p. 1651—1652) qu'il avait pu démontrer en 
les précisant les propositions de Poincaré. 
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Signalons une des conséquences topologiques qu'on peut tirer de 
cette étude, c'est que la variété des droites réelles n’est pas réductible 
a une seule droite par déformation continue dans l'espace réglé 
complexe, tandis que la varieté des points réels (ou plutôt cette 
variété comptée deux fois) est réductible à un point par déforma- 
tion continue dans l'espace ponctuel complexe. 

Les derniers paragraphes se rapportent aux espaces représen- 
tatifs des groupes clos, espaces qui sont tous symétriques. Signalons 
un théorème remarquable: la somme des coefficients du polynome 
de Poincaré est égale a 2°, Z étant le rang du groupe. D’après un 
autre théorème général, le polynome de Poincaré est divisible par 
(t- 1)! (t8+ 1). Dans le cas d'un groupe simple, il existe un in- 
variant intégral du troisième degré et tres probablement un seul. 
Les périodes de cet invariant intégral étendu aux sous-groupes clos 
à trois paramètres du groupe donné sont des multiples entiers de l’une 
d’entre elles; j'indique la série de ces entiers dans un cas assez général. 

Il y aurait un grand intérêt à connaître les polynomes de Poin- 
caré relatifs aux groupes simples. Bien qu’on puisse indiquer leur 
expression sous forme d'intógrale étendue à tout l’espace du groupe, 
on ne supprime pas pour autant la difficulté du calcul, et il ne 
semble pas que ce soit uniquement par cette voie transcendante 
qu'on puisse arriver au résultat cherché. Certaines considérations 
algébriques relatives à la formation par voie de récurrence des in- 
variants intégraux, combinées avec la théorème signalé plus haut sur 
la somme des coefficients du polynome de Poincaré, rendent assez 
vraisemblables les deux résultats suivants: 

1) Le polynome de Poincaré de l’espace à n? — 1 dimensions 
du groupe linéaire unimodulaire d'une forme d’Hermite définie posi- 
tive à n variables est 


(+ 1)(5 + 1)... (PT + 1); 
2) Le polynome de Poincaré de l’espace à n(2n + 1) dimen- 
sions du groupe orthogonal de 2n + 1 variables réelles est 


(+ 1)(61 + 1)... (777 + 1). 


I. Généralités. 


1. Nous appellerons espace homogene une variété dans laquelle 
opere un groupe fini et continu transitif G; ce groupe sera le groupe 
fondamental de l'espace. Un espace homogène £ est donc l’ensemble 
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d'une variété et d'un groupe transitif défini à l'intérieur de la 
variété. 

Si O est un point particulier de l’espace E et si g est le plus 
grand sous-groupe de G laissant fixe le point O, l’espace peut en- 
core être défini comme l’ensemble du groupe G et de son sous- 
groupe g. Chaque point M de l’espace peut être caractérisé par 
l'ensemble des transformations Sg (obtenues en effectuant successi- 
vement une transformation arbitraire de g et une transformation 
particulière S de G) qui amènent le point O en M. Le sous-groupe 
g n’est du reste pas absolument arbitraire; 1l faut qu'il soit fermé 
dans G?). Sì lon veut en outre qu'aucune transformation de G ne 
laisse invariants tous les points de l’espace, il faut et il suffit que 
g ne contienne aucun sous-groupe invariant dans G. 

2. Nous appellerons invariant intégral d’un espace homogène 
E une intégrale simple ou multiple dont l’élément soit invariant 
par le groupe fondamental (. Sì l’intégrale est d’ordre p, cet élé- 
ment () est de la forme 


(1) Q = Z Ainsi dx; dx; siate dx, ; 
les coefficients A étant des fonctions déterminées des coordonnées 
Lis Toc- Ln d'un point de l'espace, supposé à n dimensions, et la 


somme étant étendue à toutes les combinaisons p à p des indices 
1,2,...,n?). Autrement dit () est une forme différentielle extérieure 3) 
de degré p invariante par G. 

3. La recherche des invariants intégraux d’un espace homo- 
gène se ramène, comme nous allons le montrer. à la résolution 
d'un problème d'Algebre. 

Désignons par 

AGI WG 


les transformations infinitésimales de base du groupe G, supposé 
d'ordre r; nous pouvons supposer choisies ces transformations de 


1) Cela signifie que si un ensemble infini de transformations de 9 admet 
un élément d’accumulation dans G, cet élément appartient à g. 

2) On sera obligé en général d'utiliser, suivant les regions de l’espace, 
plusieurs systèmes de coordonnées, les différentes expressions analytiques de (2 
se raccordant entre elles quand on passe d'une région à une région voisine. 

3) Sur les formes différentielles extérieures, qui ne sont autres que les 
formes différentielles qui se présentent sous les signes d' intégration multiple, 
on pourra consulter mes Leçons sur les invariants intégraua (Paris, Hermann, 1922). 
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manière que les r — n dernières engendrent le sous-groupe g, ou 
du moins, dans le cas où g est mixte, celle des familles continues 
de transformations de g qui contient la transformation identique. 
Désignons enfin par 


CA, + eX +... PA + Cap Ain +... + 6,4, 


la transformation infinitésimale la plus générale de G. Nuus con- 
viendrons dans ce qui va suivre de désigner par les lettres latines 
4,),k,..., les indices I, 2,...n, et par les lettres grecques a, 8, y,..., 
les indices n- 1, n + 2....,r. 

Soit M un point quelconque de E et M’ un point infiniment 
voisin; soit Sz et Sr,4 deux transformations infiniment voisines 
amenant respectivement O en M et M’. La transformation infinité- 
simale SE'S:,,r amène O en un point P infiniment voisin, de telle 
sorte que la transformation Sr amène simultanément O en M et 


Pen M'. Soit 
pane + ox. 


le symbole de la transformation infinitésimale SF'S at. Comme la 
transformation infinitésimale 2w,X,, qui appartient à g, ne produit 
aucun effet sur le point O, c'est que le point P peut se déduire 
de O par la transformation infinitésimale 2w,X,. Les parametres 
w; de cette transformation sont déterminés sans ambiguïté quand on 
connaît le point P. 

Fixons le point M et la transformation Sg qui amène O en 
M; nous voyons que tout point M’ infiniment voisin de M est dé- 
fini analytiquement sans ambiguïté par les n quantités infiniment pe- 
tites W, wę, ...,w„”), qui sont évidemment n combinaisons linéaires 
indépendantes des différentielles des coordonnées de M, quand on 
passe de M à M. 

Il résulte de ce qui précède que la forme () pourra s'écrire ?) 


(2) OE 2 Bint, CACHER W, |. 


1) Se donner la transformation Sg, c'est en somme se donner un système 
de reférence d'origine M; les quantités w; sont les coordonnées du point M” 
par rapport à ce système de référence. 

2) Le produit extérieur wi, wi, ..- Wip est mis entre crochets pour éviter 
toute confusion avec un produit algébrique ordinaire; ces crochets seront sup- 
primés quand la forme Q sera placée sous un signe d'intégration. 
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4. Si lon change la transformation Sz amenant O en M, les 
coefficients de la forme (2) sont changés. Toute transformation 5, 
amenant O en M est de la forme S£:R, en désignant par À une 
transformation de g. Si on pose de même 

Satan — Scat w, 
on a 
Sy Srta = BO (SẸ Sgar) R = ROSE! Spa). ROR. 

La nouvelle transformation infinitésimale S;'S,,4,, dont nous 

désignerons le symbole par 


2D'ux+ Bode, 
i a 


peut s'obtenir en effectuant d’abord la transformation &-R' du sous 
groupe g, puis la transformée par È de la transformation St!Srist. 
La première transformation n’a aucun effet sur le point O. Pour 
avoir les paramètres w, et w, de la seconde, nous n’avons qu’à ef- 
fectuer sur les paramètres w, et w, la transformation du groupe 
adjoint linéaire !) qui correspond à ÈR. Or À transforme entre elles 
les transformations infinitésimales de g, définies par e, =e,=...= 
= €, = 0; les transformations du groupe adjoint qui correspondent 
aux différente transformations de g transforment donc entre eux 
les paramètres e,,€,...,€, suivant un certain groupe linéaire y. Soit 


(3) | e = ae, + à > Anty". 
| €, == Ames +... + QE, 
les équations de ce groupe, les a, dépendant de À. On voit donc 


que les parametres w; cherchés se déduisent des quantités w, par 
les formules générales 


| w, == CA —- 0 0 0 + dy pn: 


(4) du” eV mę. @ TS 
| W, = Ap), -- ... + Annn. 

1) Le groupe adjoint linéaire est celui qui indique comment les paramè- 

tres e; des transformations infinitésimales de G sont transformés quand on trans- 

forme ces transformations infinitésimales par une transformation de G. Il est 

engendré par les transformations infinitésimales 


1157 > 
E;f = 3 êj Cjik of (ESTR i 
j,k de, 
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Comme la forme (1) ne dépend pas de la transformation par- 
ticulière Sz amenant O en M, c'est done que la forme extérieure 
(2) est invariante par le groupe linéaire y opérant sur wi, w3,...,w,. 

5. La propriété précédente a lieu en chaque point M, les 
coefficients B,,...; étant des fonctions des coordonnées de M. Nous 
allons montrer que ces coefficients sont constants. 

Appliquons en effet à la forme (), considérée au point O, la 
transformation Sr qui amène O en M; les quantités © ne 
changent pas; par suite, la forme étant invariante, les coefficients 
Bin.. ne doivent pas changer non plus, Nous avons done le théo- 
rème suivant. 

Théorème. — Tout invariant intégral de l’espace E est fourni 
par une forme extérieure a coefficients constants des n variables 
wy, Wą, --., Øn, Cette forme étant invariante par le groupe linéaire y. 

La réciproque est évidente. 

La recherche des invariants intégraux de l’espace revient donc 
à celle des formes extérieures invariantes par un groupe linéaire 
donné. 

6. On voit facilement, à titre d’exemple, que l’espace eucli- 
dien è n dimensions, dont le groupe fondamental est le groupe des 
déplacements euclidiens, n'admet aucun invariant intégral, en de- 
hors de l’intégrale de volume. Le groupe y est ici le groupe ortho- 
gonal à n variables; si l’on applique à la forme 


O» Bitta [e;, Cis... Cip ] 
Of Of 


la rotation infinitésimale e, <- — e, 3 -, on obtient pour Q la va- 
Ô es 06, 


riation infinitésimale 
2 Bo. ĉl li... Ep — 2 Dure ip E2 Cin... Ci 


chaque somme étant étendue aux combinaisons p — 1 à p— 1 des 
n — 2 indices 3,4,...,n. La variation trouvée ne peut être nulle 
que si chaque coefficient tel que B,,,.,11 est nul. La forme () est 
done identiquement nulle, à moins que Von n'ait p = n. 

Le même raisonnement et la même conclusion sont valables 
pour l’espace non euclidien, hyperbolique] ou elliptique, qui ad- 
met le même groupe de rotations autour d’un point que l’espace 
euclidien. 

Mais la conclusion cesse d'être valable si l'on passe de l’espace 
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euclidien ponctuel a l’espace euclidien tangentiel ou à l’espace eucli- 
dien réglé !). 


II. Le cas des espaces homogènes symétriques. 


1. On arrive à la notion d'espace homogene symétrique en 
partant de la notion d'automorphie involutive d'un groupe. On dé- 
signe sous Ce nom une correspondance continue biunivoque entre 
les transformations d’un groupe, cette correspondance étant d’une 
part symétrique, et conservant d'autre part la loi de composition 
du groupe. Une automorphie involutive À d'un groupe G, appliquée 
aux transformations iufinitésimales du groupe, se traduit par une 
substitution linéaire involutive sur les parametres e,, €s,...,e,. On 
peut supposer, par un choix convenable de la base, que les r — x 
dermiers parametres €,,1,...; e, sont invariants par cette substitution li- 
néaire, les n premiers se reproduisant changés de signe. Les transfor- 
mations infinitésimales X,,,,..., À, invariantes par l’automorphie 4 
engendrent manifestement un sous-groupe continu de G; c'est le plus 
grand sous groupe continu dont toutes les transformations sont in- 
variantes par A. Nous l'appellerons le sous-groupe caractéristique de 
Vautomorphie involutive A. 

8. Cela posé, supposons que le plus grand sous-groupe g qui 
laisse invariant un point O de l’espace homogène soit précisément 
le sous-groupe caractéristique d'une automorphie involutive de G'3). 
Nous dirons que l'espace E est symótrique 3). 

A tout point M de l'espace symétrique £, défini par l'ensem- 
ble Sg des transformations de G qui amènent O en M. correspond 
le point M défini par l’ensemble Sg. ou S est la conjuguée de S 


æ 


1) J'ai déterminé en 1896 (Bull. Soc. Math., t. 24, p. 140—176) les in- 
variants integraux de l'espace euclidien tangentia] et de l'espace euclidien réglé 
ordinaires. 

3) Si le sous-groupe g est mixte, nous supposerons que le sous-groupe 
caractéristique de l’automorphie est celle des familles continues de g qui contient 
la transformation identique. 

C'est ici que le groupe fondamental G joue un rôle essentiel dans la 
notion d'espace homogène. C'est ainsi que l'espace projectif, considéré comme 
admettant le groupe projectif genéral comme groupe fondamental, n'est pas sy- 
métrique; mais l'espace elliptique, qui n'est autre que l'espace projectif doué, 
comme groupe fondamental, du groupe d’une quadrique imaginaire, est au con- 
traire symétrique. 
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par lautomorphie involutive. La transformation pouctuelle 2 qui 
permet de passer de M à M laisse fixe le point O; elle est invo- 
lutive et elle laisse invariant le groupe G, puisque la transformée 
Z'S de S par Z n’est autre que la conjuguée S de S par A. 
Nous dirons que 2 définit dans l’espace la symétrie par rapport au 
point O. 

Si P est un point quelconque de l’espace, résultant par exem- 
ple de la transformation 7 appliquée au point O, il existe égale- 
ment une symétrie par rapport à P, c'est celle qui fait passer du 
point Sg au point 7759. Cette opération laisse fixe le point P; 
elle est involutive et elle laisse invariant le groupe G, changeant la 
transformation S dans la transformation TTS TT. Cette dernière 
opération est encore une automorphie involuttve du groupe G, le sous- 
groupe caractéristique étant le sous-groupe 7977 qui laisse fixe le 
point P. 

En définitive, l'existence d'une automorphie involutive admet- 
tant g comme sous-groupe caractéristique entraîne l'existence d’une 
infinité d'automorphies involutives qui correspondent, dans l'espace 
E, aux symétries par rapport aux différents points de l'espace. 

9. On peut se placer à un point de vue plus strictement géo- 
métrique. 

Supposons d’abord que la transformation ponctuelle 2 (symé 
trie par rapport à O) fasse partie de G. Elle appartient à g et est 
échangeable avec toutes les transformations de g; autrement dit 2 
est une transformation involutive du centre!) de g; on voit de plus 
qu’elle ne laisse invariant aucun point infiniment voisin de O. Ré- 
ciproquement supposons que le centre de g contienne une transfor- 
mation involutive Y ne laissant invariant aucun point infiniment 
voisin de O; l'opération qui fait passer d’une transformation S de G 
à la transformation 2-!SY est une automorphie involutive dont g est 
le sous-groupe caractéristique. La symétrie de l'espace tient donc dans 
ce cas à l'existence, dans le centre du sous-groupe g, d'une transfor- 
mation involutive ne laissant invariant aucun point infiniment voisin 
de O et différent de O. 

Si > n’appartient pas à G, les transformations de G et celles 
qu'on obtient en les multipliant par 2 engendrent un groupe mixte 


1) Le centre d'un groupe G est forme des transformations de G qui sont 
echangeables avec toutes les transformations du groupe. 
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G', et 2 est une transformation involutive du sous-groupe g’ cor- 
respondant. On a ainsi une propriété analogue à la précédente, 
à condition de remplacer le groupe fondamental G par le groupe 
mixte G”. 

Dans l'espace euclidien ponctuel, la symétrie (ordinaire) par 
rapport à un point O est une transformation involutive appartenant 
au centre du groupe des rotations et symétries autour de O; les- 
pace euclidien rentre donc dans la classe générale des espaces sy- 
métriques. Jl en est de même de l’espace euclidien tangentiel ou réglé. 

10. Nous allons démontrer une propriété remarquable des inva- 
riants intégraux d’un espace symétrique, c’est que ce sont des inté- 
grales de différentielle exacte. 

Nous pouvons supposer, en conservant les notations du n° 8, 
que les équations de l’automorphie involutive À sont 


s 


(5) €; = — 6, (= E; 
| a = + ea (x =n 4+1, n+ 2, ... r). 


Il en résulte que les crochets (X, X) et (X, Xg) ne dépendent que 
des X,, et que les crochets (X; X,) ne dépendent que des X,. 
Revenons alors à un invariant intégral, défini par la forme 


extérieure 
Q SE Ž Bin... Lwi Wie. Win } 


Exprimons que cette forme est invariante par la transformation in- 


finitésimale E,/ du groupe y, à savoir 


M2 re 
Ò 
E f = Y oreg; 


nous obtenons 


yÍ 
2 Bi;i...tp A | Chat, [wron +. « Wj, ] == Crai Wi, Wa W; «+ wi, | + FORO + 


($) + Ckaip CAE a| = 0. 


Formons maintenant la dérivée extérieure de la forme Q, en 
nous servant des équations de structure du groupe (équations de 
Maurer-Cartan) 


(1) w; = 13° Cooi [0905]. 
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Dans le cas qui nous occupe, les indices p et o sont néces- 
sierement l’un latin, l’autre grec, de sorte qu’on peut écrire 


a=r k=n 


W; = > | > | Czai [wy Wal- 


a=n+1 k=1 


L'expression Q’ devient alors 


asp ken 


ż 
O=—-2B;;. >, > {Cran [Wa Wk W, .. . | AG 2 


a=n+1 k=l 


— Ckaip [Wa Wi W, ... wz])- 


On voit qne le second membre est identiquement nul en vertu 
de l'égalité (6). Nous avons donc le théorème suivant !). 

Théorème. — Tout invariant intégral d'un espace homogène 
symétrique est une intégrale de différentielle exacte. 

Le raisonnement fait montre inversement que toute forme diffé- 
rentielle extérieure à coefficients constants construite avec les ex- 
pressions w3, ws, ..., wy est un invariant intégral si sa dérivée exté- 


rieure est nulle. 


III. Les intégrales de différentielle exaxte des espaces clos 
isogènes. 


11. Nous allons à partir de maintenant nous occuper des es- 
paces homogènes clos, ou plutôt des espaces homogènes dont le 
groupe fondamental est clos?); nous les appellerons isogènes. L'es- 
pace sphérique, l’espace elliptique sont des espaces clos isogènes; 
il en est de même de l’espace projectif complexe doué, comme 
groupe fondamental, du groupe linéaire unimodulaire d’une forme 
d'Hermite définie positive. 

Il est possible d'introduire dans un espace clos isogène une 


1) Nous nous appuyons sur le théorème de Poincaré d'après lequel une 
forme différentielle dont la dérivée extérieure est identiquement nulle est (Zoca- 
lement) la dérivée extérieure d’une forme différentielle de degré moindre d'une 
unité; l'intégrale d'une telle forme porte, d'après Poincaré, le nom d'intégrale 
de différentielle exacte. 

2) Voir, sur les groupes clos: E. Cartan, Groupe simples clos et ouverts 
et géométrie riemannienne (J. Math. pures et appl., 8, 1929, p. 1—33). 
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métrique riemannienne partout régulière invariante par le groupe 
fondamental 1). Si, dans l’espace riemannien ainsi défini, la symétrie 
par rapport à un point, définie comme en géométrie élémentaire 
(les géodésiques jouant le rôle des droites), est isométrique, l’espace 
est symétrique au sens donné à ce mot au $ II. Plus généralement 
toute variété de Riemann close pour laquelle la symétrie ordinaire 
par rapport à un point est isométrique peut être regardée comme 
un espace clos isogène symétrique, le groupe fondamental étant le 
plus grand groupe continu (nécessairement clos) de transformations 
isométriques de la variété ?). 

12. Nous nous proposons de déterminer toutes les intégrales 
de différentielle exacte d’un espace clos isogène, ou plutôt un sys- 
tème complet d'intégrales de différentielle exacte linéairement indé- 
pendantes. 

Nous dirons que deux intégrales de différentielle exacte de 
même degrép, soit /{l, et /[],, sont équivalentes lorsque la forme diffé- 
rentielle extérieure /7, — [], est la dérivée extérieure d’üne forme 
de degré p — 1 régulière dans tout l’espace. En ce sens l'intégrale 
de la dérivée extérieure d'une forme de degré p — 1 est équiva- 
lente à zero. Nous dirons enfin que h intégrales de différentielle 
exacte //1,,..., SI], de même degré p sont linéairement indépendan- 
tes s'il n'existe aucune combinaison linéaire c,//, + efh + ...+ cl, 
à coefficients constants non tous nuls qui soit la dérivée extérieure 
d’une forme de degré p — 1. 

Dans l’espace ordinaire dont on a enlevé l'origine, l'intégrale 


I = fa xdydz +- ydedx + 2dxdy 
m (23 + y? +23) 


est une intégrale de différentielle exacte. Elle n’est pas équivalente 
a zéro; si en effet l'élément différentiel était la dérivée extérieure 
d'une forme 


1) Cela tient à ce que le groupe linéaire y(n° 4), qui est clos, laisse inva- 
riante une forme quadratique définie Żayeje, ; la métrique riemannienne est 
alors donnée par ds? = 2a,; wiw; . 

1) Les espaces riemanniens symétriques jouissent d'une autre propriété 
caractéristique, à savoir que le transport parallele laisse invariante la courbure 
riemannienne. Je les ai déterminés et étudiés dans différents mémoires (Bull. 
Soc. Math. 54, 1926, p. 214—264; 55, 1927, p. 114—134; Ann. Ee. Norm., 44, 
1927, p. 345-- 467). 
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Pdx + Qdy + Badz, 


les fonctions P, Q, R étant régulières en tout point autre que lori- 
gine, l’intégrale I étendue à toute surface fermée ne passant pas 
par l’origine serait nulle. Or elle est égale à 4 m pour une sphere 
contenant l’origine à son intérieur. 

D'une maniere générale une intégrale de différentielle exacte 
de degré p équivalente à zéro est nulle si on l’étend à une variété 
fermée quelconque à p dimensions. Une intégrale de différentielle 
exacte qui admet une période n’est donc certainement pas équiva- 
lente à zéro. Nous reviendrons là-dessus dans le paragraphe IV. 

13. La recherche, dans un espace clos isogène, d'un système 
complet d’intégrales de différentielle exacte linéairement indépen- 
dantes d'ordre donné, repose sur deux théorèmes fondamentaux. 

D'apres le premier théorème, toute intégrale de différentielle 
exacte est équivalente à un invariant intégral. D’après le second tout 
invariant intégral équivalent à zéro résulte de la dérivation extérieure 
d'un invariant intégral de degré moindre d'une unité. 

Pour démontrer le premier théorème, nous allons d’abord mon- 
trer que si f/] est une intégrale de différentielle exacte de degré 
p, il existe un invariant intégral /() de meme degré prenant les 
mêmes valeurs que //] pour toute variété fermée d’intégration. Ap- 
pliquons en effet à une variété fermée donnée V à p dimensions 
une transformation quelconque S du groupe fondamental G. La va- 
riété V’ ainsi obtenue peut se déduire de V par déformation con- 
tinue, puisque le groupe G est continu (et non mixte); par suite 
l'intégrale //7 a la même valeur étendue à V et a V’. Mais l'inté- 
grale étendue à V’ n’est autre que l'intégrale étendue a V de la 
forme extérieure S/] qui se déduit de /] par la transformation S. 
Les deux intégrales //] et dai ont donc la mème valeur, qui est 
aussi celle de l’intégrale J pia SE Sil 

Au lieu d'appliquer à /7 une seule transformation de G, imagi- 
nons que nous lui appliquions successivement toutes les transformations 
de G; l'intégrale donné aura le même valeur que l’intégrale obte- 
nus en remplaçant [] par la moyenne des valeurs des transformées 
SI] de [] par les différentes transformations de G. Cette moyenne 
sera calculée en tenant compte du volume de chaque portion de la 
variété représentative du groupe. Autrement dit on pourra rempla- 
Rocznik Pol. Tow. Matem. T. VIII. 13 
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cer la forme /] par la forme 
() =; SII. dts, 


v désignant le volume total de la variété du groupe, drs étant l’élé- 
ment de volume de cette variété. 

Le résultat précédent est exact de quelque maniere qu'on choi- 
sisse l'élément de volume. Mais si on prend lélément de volume 
intrinsèque !), invariant par le groupe des parametres de G, la forme 
Q devient invariante par le groupe G. Par suite il existe bien un 
invariant integral SO prenant la même valeur que l'intégrale de dif- 
Jerenttelle exacte donnée. 

14. Pour démontrer que ces deux intégrales sont équivalentes, 
commençons par remarquer que la transformée S/] de /] par une 
transformation infinitésimale S de G donne uue intégrale [SIT équi- 
valente a JII. Introduisons en effet p symboles de différentiation 
échangeables entre eux d,, dy,...,d,. La forme [I peut être regar- 
dée comme une forme alternée /] (d,,d,,...,d,) linéaire par rap- 
port à p séries de variables 


diTi, dyX3, -.., dite, 
CN ETAT 


ERA EX Me ET 


La propriété de //] d'être une intégrale de différentielle exacte se 
traduit alors par légalité 


Amanah AGO nas, SALON. side 


(8) 
"Ja 1)7d,,„[7 (dy, ds, ...,d,) = 0, 


où l’on introduit p + 1 symboles de différentiation arbitraires échan- 
geables entre eux. 

Prenons maintenant pour symbole d,,, le symbole O de la 
transformation infinitésimale S, la quantité or; n'étant autre que le 


1) Il existe en réalité deux éléments de volume intrinseques respective- 
ment invariants par chacun des deux groupes des paramètres; l'un de ces élé- 
ments de volume n'est autre que la forme extérieure (w,w,... w,]. Dans le cas 
d'un groupe clos les deux éléments de volume intrinseques sont identiques. 
Voir E. Cartan, La géométrie des groupes de transformations (J. Math. pures 
et appl., 6, 1927, p. 45—47). 
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Q 


| of tom. Al. 
coefficient È, de Sz. dans la transformation infinitésimale. Posons 
OL; 


enfin 


II (ô, dy, +... d,_:) = w(d,, dy, UOR dy); 


w est une forme différentielle extérieure de degré p — 1. L'identité 
(8) peut alors s'écrire 


olI(d;, d;,..., dp) = diw (d3, dy,..., dp) — dao(d,, ds, ..., dp) +... + 
+ fesa "d,w(dy, dy, s.) do-1); 
ou encore, plus simplement, 
(9) I] == W, 


en désignant par w” la dérivée extérieure de w. L’accroissement in- 
finiment petit que subit [l par Veffet de la transformation infinitési- 
male est donc la dérivée extérieure d'une forme w. 

15. Prenons maintenant la transformée S/] de /7 par une 
transformation finie S de G. Le groupe G étant clos, la transfor- 
mation © fait partie d'un sous-groupe à un paramètre engendré 
par une transformation infinitésimale 


PTOA Of OJ 
61, 1 Ea SIA + Sa Sr, , 
soit 
Z; = Da, Les t) 


les équations finies de ce sous groupe, t étant le paramètre cano- 
nique. Soit /7, la forme obtenue en remplaçant dans /] les x; et leurs 
différentielles par les x; et leurs différentielles (ces dernières étant 
calculées en regardant £ comme une constante); soit w, la forme 
analogue déduite de w. L’égalité (9) peut s'écrire 


n 
) 


e II, -= (wę), 
tł 


KH, Ę (fd) 


cette égalité montre que ///,, qui n’est autre que [SIT est équivalente 
à l'intégrale donnée //7. Par suite l'intégrale obtenue en rem pla- 
IS 


= 


et l’on a par suite 
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cant /] par la moyenne des valeurs de S/] lui est aussi équiva- 
lente. Nous arrivons donc au premier théorème que nous avions 
en vue. 

Théorème I. — Toute intégrale de différentielle exacte d'un es- 
pace clos isogène est équivalente à un invariant intégral. 

16. Pour calculer effectivement la forme, ou plutôt l'une des 
formes de degré p — 1 dont /] — () est la dérivée extérieure, il 
y aurait lieu de choisir suivant une loi régulière celui des sous- 
groupes à un paramètre de (r qui contient une transformation don- 
née. Or la théorie des groupes clos permet de le faire de maniere 
à écarter toute objection: mais nous n’insisterons pas sur ce point, 
en somme accessoire. 

17. Le second théorème que nous avons en vue sera beau- 
coup plus rapide à démontrer. Supposons que l’invariant intégral 
JQ soit équivalent à zéro, c'est à dire que la forme () soit la dé- 
rivée extérieure d’une forme w Appliquons à l'égalité 


Q = ©. 
la transformation S du groupe G; nous avons 
Q = (Sw). 


De la on déduit, par le même raisonnement qu'au n° 13, que la 
forme () est la dérivée extérieure de la forme 


1 
> f So . dts, 


qui est invariante par le groupe G. Nous avons done le 

Théorème II. — Tout invariant integral équivalent à zero est 
la dérivée extérieure d’un invariant integral dont le degré est moindre 
d'une unité. 

18. Arrivons maintenant à la détermination, dans l’espace clos 
isogene donné, d’un systeme complet d’intégrales de différentielle 
exacte linéairement indépendantes. Imaginons effectuée la détermi. 
nation de toutes les formes extérieures invariantes de l’espace. Su p 
posons qu'il y en ait m, de degré p, et que sur ces n, il y en ai 
v, linéairement indépendantes dont la dérivée extérieure soit nulle 
Il existe alors, d'apres le théorème I, au plus v, intégrales de dif- 
férentielle exacte linéairement independantes de degré p; mais 
v, — 7, d'entre elles proviennent de la dérivation extérieure de 
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formes invariantes de degré p — 1. D'après le théorème II, le nom- 
bre des intégrales de différentielle exacte linéairement indépendantes de 
degré p est donc égal à v,+v, 1 — Mpa 

Si l'espace clos isogène est symétrique, les résultats précédents 
se simplifient. Nous avons vu en effet (n° 10) que dans ce cas 
tout invariant intégral est une intégrale de différentielle exacte. Par 
suite v,==m,. Dans uu espace clos isogène symétrique le nombre 
des intégrales de différentielle exactc linéairement indépendantes est 
égal au nombre des invariants intégraux linéairement indépendants. 

Observons que l'expression ,linéairement indépendants“ entre 
deux fois dans l'énoncé précédent, mais avec des sens bien différents; 
la première fois dans le sens transcendant défini au n° 12, la se- 
conde fois dans le sens algébrique ordinaire. 

19. Le résultat relatif aux espaces clos isogènes symétriques 
est remarquable en ce qu'il établit une relation entre deux éléments, 
dont l’un (le nombre des intégrales de différentielle exacte linéaire- 
ment indépendantes) ne dépend que des propriétés topologiques de 
l'espace et pas du tout du groupe fondamental G. tandis que l’autre 
(le nombre des invariants intégraux linéairement indépendants) dé- 
pend essentiellement de ce groupe fondamental. 

Nous allons, dans le paragraphe suivant, nous occuper du rôle 
que jouent, au point de vue de l’Analysis situs, les systèmes com- 
plets d’intégrales de différentielle exacte linéairement indépendantes. 


IV. Sur quelques problèmes d’Analysis situs. 


20. Toute intégrale de différentielle exacte qui admet une pé- 
riode n’est certainement pas équivalente à zéro. Mais on ne sait pas 
si la réciproque est vraie. Il y aurait dont un grand interèt à de- 
montrer le théorème suivant !). 

Théorème A. — Toute intégrale de différentielle exacte non 
équivalente à zéro admet au moins une période 3). 

Ce théorème est du reste équivalent au suivant. 


Théorème A’. — Etant donné h intégrales de différentielle 
exacte linéairement indépendantes de degré p, on peut trouver h variétés 
fermées à p dimensions V®, VO, ... V™, telles que le tableau carré 


de Rahm vient d'annoncer la démonstration, (Voir note!), p. 182). 
2) Ce théorème est à peu près évident pour les intégrales du premier de- 
gré (de la forme /ZA;dx;). 
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des valeurs des h intégrales étendues à ces h variétés ait son determt- 
nant différent de zéro. 

Si l'on ne peut pas démontrer ces théorèmes, on peut du moins 
espérer, pour chaque espace clos isogène particulier, qu’on puisse 
les vérifier, puisqu'on sait former le système complet des intégra- 
les de différentielle exacte. 

21. Si Fon admet le théorème A” le p?” nombre de Betti!) 
de l'espace est au moins égal au nombre des intégrales de differen- 
tielle exacte linéairement indépendantes de degré p. Il serait im- 
portant de savoir sil peut le dépasser ou non. Dans le cas de la 
négative, on aurait le théorème fondamental suivant. 

Théorème B. — Il existe antant d'intégrales de différentielle 
exacte linéairement independantes de degré p qu'il y a d'unités dans 
le pe nombre de Betti de l’espace. 

Ce théorème semble encore plus difficile à démontrer a priori 
que le théorème A?), mais l'une de ses conséquences semble plus 
abordable, au moins dans le cas particulier des espaces clos isogènes. 

En effet si le théoreme A est exact et si h est le nombre des 
intégrales de différentielle exacte linéairement indépendantes de 
degré p, on peut trouver h variétés fermées à p dimensions V—, 
VA, ..., V® telles que le tableau des valeurs ZY” de de la i” in- 
tégrale étendue à la j*”* variété ait son déterminant différent de 
zéro. Si donc V est une variété fermée quelconque à p dimensions, 
on a, pour la valeur /; de la i“”* intégrale étendue à V, une formule 
de la forme 


IL = m dP + ml +... + m,l?, 


les coefficients m,, mą, ..., M, étant des constantes bien déterminées 
indépendantes de à. Sì le théorème B est exact, il existe entre les 
variétés V, V,..., V une homologie de la forme 


nV Hn VOH nV p.. Hn VO, 


1) Voir H. Poincaré, Analysis situs (J. Ecole Polyt., 2° série, t. 1, 1895, 
p. 1—121). Le nombres de Betti du texte sont ceux que Poincaré appelle de 
ce nom, mais diminués d’une unité (loc. cit. p. 19). 

23) Il semble que H. Poincaré regardrait ce théoreme comme exact, si 
l'on interprète correctement ce qu’il dit dans le mémoire cité dans la note pré- 
cédente: „On pourrait d'ailleurs faire voir qu’il existe toujours des intégrales 
pour lesquelles le nombre maximum des périodes [le nombre de Betti] est atteint". 
(loe. cit. p. 25). 
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les m, étant des entiers positifs, négatifs ou nuls dont le premier 
n est certainement différent de zéro. Il en résulte qu'on a 
n; 
Dr 

22. On arrive ainsi au théorème suivant, conséquence des théo- 
remes À et B. 

Théorème C. — S'il existe h intégrales de différentielle exacte 
lineatrement indépendantes de degre p et h sculement, si de plus le 
déterminant des valeurs I° prises par ces h intégrales étendues à h va- 
rietćs fermées à p dimensions VO, VA ..., V® est différent de zero, 
il est impossible de trouver une (h 4-1)" variété fermée V telle que 
les valeurs 1, des intégrales étendues à V soient de la forme 


I, = m 1P + mP +... + m,I%, 


certains des coefficients m étant irrationnels. 

En particulier pour h = 1, l'intégrale de différentielle exacte 
ne peut admettre deux périodes incommensurables entre elles. 

Dans le cas général, le théorème C exprime encore que les 
points de coordonnées /,,..., 1, dans l’espace ordinaire à h dimen- 
sions forment un réseau. 

Il est clair que si on arrivait, dans un espace clos isogene, 
à mettre en défaut le théorème C, cela démontrerait la fausseté 
du théorème B. 

23. Malgré l’ignorance où nous sommes relativement aux théo- 
rèmes A et B, il ne semble pas trop illégitime d’appeller polynome 
de Poincaré d’un espace clos isogene à n dimensions le polynome 


tk at? + at +... + ap it + a, 


dont le coefficient a, est égal au nombre des intégrales de différen- 
tielle exacte linéairement indipendantes de degré p. C’est ce que 
nous ferons dans la suite de ce mémoire. 


V. Détermination dn polynome de Poincaré d’un espace clos 
symétrique. 


24. Il existe un espace clos isogène dont on peut déterminer 
immédiatement un système complet d’intégrales de différentielle 
exacte, c’est le tore à n dimensions. Chaque point de l’espace est 
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déterminé analytiquement par n nombres réels x,, x3,...,7,, définis 
chacun à un multiple près de 27. Le groupe fondamental est ici 
le groupe 

Z; =4, 4, 


les parametres a, étant également definis è des multiples pres de 
2 x. Le sous-groupe g qui laisse invariant le point origine (z, = 0) 
se réduit à la transformation identique; de plus la transformation 
©; = — X; jouit des propriétés caractéristiques de la symétrie par 
rapport au point origine (n° 9); le groupe G admet l’automorphie 
involutive qui change la transformation de parametres a; dans celle 
de paramètres — a;. 

Toute forme différentielle extérieure invariante est évidemment 
une forme extérieure à coefficients constants arbitraires construite 
avec les différentielles dx,, dzą, ...,dx,. Il existe donc C? intégrales 
de différentielle exacte linéairement indépendantes de degré p; le 
polynome de Poincaré du tore à n dimensions est donc (t + 1)”. 

On peut vérifier facilement ici les théorèmes A et C; le théo- 
reme B est du reste aussi exact 

Pour n= 2, la surface de Riemann d'une courbe algébrique 
de genre 1 réalise l’espace en question: les deux intégrales de dif- 
férentielle exacte linéairement indépendantes du premier degré sont 
l'intégrale de première espèce attachée à la courbe et l’intégrale 
imaginaire conjuguée. 

25. Dans le cas d’un espace clos isogène symétrique quelconque: 
E de groupe fondamental clos G, le sous-groupe g est également 
clos, ainsi que le sous-groupe linéaire y du groupe adjoint /, qui 
n’est autre que le groupe des rotations autour du point O invariant 


par g. 
Soit alors 
kar 
(10) = d'a (i = 1,2,...,n) 
k=] 


les équations de y. Le nombre des invariants intégraux linéaire- 
ment indépendants de degré p de l’espace Æ est égal au nombre 
des formes extérieures de degré p en €,, €,...,€, invariantes par y. 
Pour lévaluer, considérons le groupe linéaire y, qui indique com- 
ment y transforme entre elles les formes extérieures élémentaires 
(€, € »++ e]; c'est un groupe linéaire à C? variables. Le nombre 


201 


cherché est tout simplement le nombre des invariants linéaires de y,. Or 
ce nombre est, d’après la théorie des caractères de Frobenius, étendue 
par H. Weyl des groupes finis aux groupes continus clos!) égal 
à la valeur moyenne du caractere (trace, Spur) des transformations 
de %,, le caractère étant la somme des éléments de la diagonale 
principale dans le tableau des coefficients de la transformation. 

On voit facilement que le caractere de la substitution linéaire de 
Y, qui correspond à la substitution linéaire (10) de y est égal à la 
somme des mineurs diagonaux à p lignes et p colonnes de la ma- 
trice (a). 

On déduit immédiatement de ce qui précède le théorème suivant: 

Le polynome de Poincaré d'un espace clos isogène symétrique 
est égal à la valeur moyenne du déterminant 


| 
dy Tt aie e 0a Ain 


(11) Ap(t) = Q21 Que + L.….. don 


„2 


Any An: Ann + t 


quand on considère successivement toutes les substitutions R du groupe y. 

Il va sans dire que la valeur moyenne de A,(t) est calculée 
en tenant compte de la mesure intrinsèque de volume (n° 13) de 
la variété du groupe vy. 

26. Le groupe linéaire y étant clos laisse invariante unc forme 
quadratique définie positive; on peut donc le supposer orthogonal. 
Le polynome Ak(t) jouit alors de la propriété que les coefficients 
des termes équidistants des extrêmes sont égaux. La même propriété 
appartient donc au polynome de Poincaré, à savoir que ses coefficientt 
équidistants des extrêmes sont égaux. 

Si l’on admet les théorèmes 4 et B, ce résultat est une con- 
séquence d'un théorème classique d’Analysis situs, à savoir que les 
nombres de Betti d'ordres p et n—p d’une variété close à n di- 
mensions sont égaux ?). 

27. Dans le cas du tore à m dimensions, le groupe y se réduit 
a la substitution identique, et on a immédiatement Ag(t) = (t + 1)"; 


1) H. Weyl, Theorie der Darstellung kontinuierlicher halb-einfacher 
Gruppen durch lineare Transformationen (Math. Zeitschr., 23, 1925, p. 271—303 
24, 1925, p, 328—395). 

2) H. Poincaré, loc. cit., p. 66. 
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c'est l'expression déjà trouvée directement du polynome de Poincaré 
de l’espace. 

Dans le cas de l’espace sphérique, le groupe y est le groupe 
orthogonal général à n variables, et nous avons démontré directe- 
ment (n° 6) qu'il n’admettait aucune forme extérieure invariante 
de degré p< n. Il ny a donc qu'une intégrale de différentielle 
exacte non équivalente à zéro, c'est celle qui donne le volume de 
l'espace. Le polynome de Poincaré de l'espace sphérique à m di- 
mensions est donc t” + 1; cela est du reste d'accord avec les pro- 
priétés topologiques de cet espace d’avoir tous ses nombres de Betti 
nuls. On peut déduire de ce qui précède qu'à l’intérieur du groupe 
orthogonal continu, la somme des mineurs diagonaux à p lignes et 
p colonnes d'une matrice orthogonale d'ordre n a sa valeur moyenne 
nulle (1 SpS n — 1) 

28. Ce que nous venons de dire pour un espace clos symé- 
trique peut s'étendre à un espace non symétrique, mais la valeur 
moyenne du déterminant A;(t) ne représente plus le polynome de 
Poincaré de l'espace; les coefficients du polynome obtenu sont les 
nombres d'invariants intégraux linéairement indépendants des dif- 
férents degrés. 

29. Il peut arriver que le sous-groupe g, et par suite le groupe 
linéaire y, soit mixte. En tous cas il est clos et par suite ne con- 
tient qu'un nombre fini de familles continues de transformations. 
Le polynome de Poincaré s'obtiendra en cherchant pour chacune 
des familles la valeur moyenne du déterminant Ag(t) et en prenant 
ensuite la moyenne arithmétique des moyennes trouvées. 

Dans la pratique, si l’on sait calculer les formes extérieures 
invariantes par celle des familles continues de y qui contient la 
transformation identique, on ne conservera que les combinaisons 
linéaires de ces formes qui sont invariantes par chacune des autres 
familles continues de y. Par exemple considérons l’espace sphérique 
et l'espace elliptique à n dimensions. Ils peuvent être obtenus tous 
les deux en partant du groupe continu orthogonal a n + 1 variables 
Ty; Layer Enpi) pris comme groupe fondamental G, le sous-groupe 
g étant, pour l'espace sphérique, celui qui laisse invariante la va- 
riable x,,,; pour l’espace elliptique, le sous-groupe précédent com- 
biné avec la transformation 


Y / ’ 1 
Wy = Byt: Cna = Xp Cn = TT W, Enpi = — Inti: 
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Le groupe linéaire y est, pour l'espace sphérique, le groupe 
orthogonal continu à n variables e,,e,,...,e,; pour l’espace elliptique, 
il faut le combiner en outre avec la transformation 


t + , d 
ei = — ĉi, 6&2 = boy nt = Ent En = £,: 


On voit que la forme extérieure ([e,e;...e,| est un invariant du 
groupe y de l’espace elliptique si n est impair, mais n’est pas un 
invariant si n est pair: dans ce dernièr cas l'espace elliptique est 
non orientable et son polynome de Poincaré est t”. 

On peut encore voir les choses autrement. L’élément de vo- 
lume de l’espace sphérique est la forme extérieure 


Tı [dæ dz ... dE] NE To [dx dzy ... dx,4:] | e.o + 
+ (— 172,4 ldr dr... dc), 


où les x + 1 coordonnées x,,%,,..., 41 sont liées par la relation 
n 3 2 sS 
M +25 -|-... | rpa = 1. 


On passe de l’espace sphérique à l’espace elliptique en identifiant le 
point (x;) au point (--x;); par ce changement de coordonnées, l'élé- 
ment de volume se conserve si n est impair, change de signe si 
n est pair. 


VI. Application à l’espace projectif complexe. 


30. Prenons, dans l’espace projectif complexe rapporté à n + 1 
coordonnées homogènes 4, %5,..., 7,,,, comme groupe fondamental 
G, le groupe (clos) linéaire unimodulaire qui laisse invariante la 
forme d’Hermite définie positive 


TT) + Tata +. Pi Tnn 


Nous obtenons ainsi l’espace hermitien elliptique, qui est symétrique. 
L'automorphe involutive À correspondant au point (0,0,..., 1) de 
l'espace est 

x; = — cy, a ma dot cal — Cri Tir = Capi è 


Le groupe y est ici le groupe linéaire (non unimodulaire) 
d'une forme d'Hermite définie positive 


ee, + 6,6, +... + enen; 


204 


il est à 2n variables réelles, qui sont les parties réelles et imagi- 
naires de e,,es,...,e,. Désignons par (a,) la matrice représentative 
de la substitution unimodulaire la plus générale laisant cette forme 
d’Hermite invariante, et désignons par # un paramètre angulaire 
variable. Le déterminant A;(t) est égal au produit déterminant 


Lane" Et ae a MODO 
1) in #0) 
da; € A99€ LES e idol 
Sedia ng 
a jé" i Ea ś.g4 die , 


qui se rapporte aux variables e,,e,,...,e,, par le déterminaut ima- 
ginaire conjugué relatif aux variables e,, e;,...,€,. 

Le polynome de Poincaré de l'espace projectif complexe est done 
égal a la valeur moyenne du carré du.module du déterminant D(t), 
quand 6 varie de 0 à 27 et quand la matrice (a,) décrit tout le 
groupe unimodulaire de la forme d’Hermite. 

31. Pour faire le calcul, portons d’abord notre attention sur 6. 
Nous voyons que le polynome de Poincaré sera de la forme 


{er ae Bit: Bata -L ... -+ Bnat? + Ba, 


en désignant par GB, la valeur moyenne du carré du module de la 


somme des mineurs diagonaux à p lignes et p colonnes de la ma- 
trice (a). C’est aussi, si l’on veut, la valeur moyenne du carré du 
module du caractère de la substitution linéaire du gooupe y, (n° 25) 
qui indique comment y transforme entre elles les formes extérieures 
[e,, e,,... ei] Or le groupe y, est irréductible et par suite, d’après 
un théorème fondamental de la théorie des caractéres !), la valeur 
moyenne cherchée est égale à 1. 

1) Si la réduction d'un groupe linéaire fini ou continu clos donne nais- 
sance à k groupes irreductibles non équivalents entre eux, ces groupes se pré- 


sentant respectivement v, fois, v, fois, ..., vx fois, la valeur moyenne du carré 
du module du caractere est égale à 


u ++ vu +... vi. 


Deux groupes linéaires irréductibles 7, et y, isomorphes à un même groupe g 
sont équivalents s'ils transforment le même nombre de variables et si, au besoin 
par une substitution linéaire préaluble eflectuée sur les variables de l’un des 
groupes, à chaque transformation de g correspond la même substitution pour 


vi et Va. 
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Le polynome de Poincaré de l’espace projectif complexe à n di- 
mensions complexes est donc 


a ie AE SEAT. 
La forme invariante de degré 2 p est évidemment 
2 [e,e; CEE 


la somme étant étendue à toutes les combinaisons p à p des indices 
Les. Pp 

32. L'invariant intégral de degré 2 p peut être écrit explici- 
tement. Astreignons les coordonnées x,,...,x,,, à satisfaire à la 
relation 


(12) 22) sposto a eo = AR = |, 


et considérons la forme différentielle extérieure 


(13) Q = |[daydz, ] + [dx,dx,] + ... + [dz dz, ,.]. 


On vérifie facilement que cette forme ne change pas si on 
multiplie toutes les coordonnées par un facteur variable ef’, ce qui 
naltere par la relation (12). La forme (13) est d'autre part inva- 
riante par toute substitution du groupe fondamental. Elle donne done 
l'invariant intégral cherché du second degré. Les autres s'en dé- 
duisent par élévation (extérieure) au carré, au cube, la forme de 
degré » étant 


P == 2[dx, dz, 2 dx; dx, dz, doi dr, ] å 


Il est à remarquer que la forme (13) est purement imaginaire; 
il faudrait la multiplier par une constante purement imaginaire pour 
obtenir un invariant intégral réel. 

33. Le théorème A (n° 20) est ici facile à vérifier. Etendons 
par exemple l'intégrale f() à une droite de l’espace, par exemple 
à la droite 


ję repond in 


l’invariant intégral JO) n'est autre que celui qui donne l'aire de la 
droite complexe, définie par deux coordonnées homogènes x,. £3; 
c’est donc, à un facteur constant pres, laire de la sphère. Pour 
faire le calcul, posons 

x = (aa. 
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la variable complexe © prenant toutes les valeurs, y compris oo. 
Nous aurons 


ui + CO) = ], 


ce qui nous permet de prendre 


la forme () se réduit alors à 
[da,dz,] = [(6Gdz, + x406) (Gdz, + 2200) = rld aX] + 


cin è» dédÿ] 
+de Git] RL 
(hr ŚĆ)? 
L'intégrale 
A dd \ 
JJa+® 
donne, au signe pres qui dépend de orientation de la surface d’in- 
tégration, la valeur 2 ir. 
Il en résulte que l'intégrale 


1 p n x 
Dia J dzy dzy + dxgdx, +... + dr 4:d%n41 


étendue à une droite complexe de l’espace, considérée comme sur- 
face fermée d'intégration, est égale à 1. Cette même integrale étendue 
à une courbe algébrique de degré p, serait égale à p, puisqu'une telle 
courbe peut, par déformation continue, se réduire à un système 
de p droites. 

34. L’invariant intégral de degré 2 p à également une période. 
Si on l’étend à une variété plane à p dimensions (complexes) de 
l'espace, on trouve sans difficulté 


ufa Dax, dore dade e de | = 


Ra dédié... didGdG ... di, 
Sa + GG +66 +... GGI 


le second membre étant étendu à l'ensemble des Z scomplezes 


des variables &,&,...,&,. Cette intégrale est égale à sr Bie 
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entendu il faut supposer que la variété d’intégration a été orientée 
convenablement. 

On voit donc que, pour l’espace projectif complexe, les théo- 
remes À et C sont valables, du moins si on se borne à considérer 
les variétés fermées algébriques, c'est à dire définies par des rela- 
tions algébriques entre les coordonnées x,,...,x,,1. 

30. Si le théorème B est exact, le lieu des points réels de 
l’espace, ou du moins l’un de ses multiples, doit être réductible 
à un point par déformation continue. En effet, si n est impair, il 
n'existe aucun invariant intégral de degré x; si n est pair, il en 
existe un, mais sa valeur est nulle quand on l'étend à l’espace pro- 
Jectif réel. La vérification de la propriété topologique énoncée est 
facile. 

Donnons-nous en effet un point imaginaire fixe (a, as....,a,,;), 
et considérons, pour chaque valeur réelle et positive de À, la variété 


` 


fermée à n dimensions, lieu du point 


(14) Ad, F Zis As F Las ..., Aang + Zapis 


où on donne aux quantités æ,,%,...,%,,1 toutes les valeurs réelles 


LI 


assujettles à satisfaire à la relation 


++... += 1 


Il est essentiel de s'assurer que les n |- 1 coordonnées (14) ne 
peuvent jamais étre toutes nulles, ce qui est évident puisque le 
point (a,) n’est pas réel. Pour A=0, la variété fermée se réduit 
à l’espace projectif réel, compté deux fois; pour À — co, elle se ré- 
duit au point (a;); elle se déforme d’autre part d’une maniere con- 
tinue avec À. Le double de l'espace projectif réel est donc réductible 
à un point par déformation continue 1). 

36. L'espace hermitien elliptique admet, si n est impair, une 


1) La détermination des nombres de Betti du plan projectif complexe 
a êté virtuellement faite par H. Poincaré, qui a étudié (loc. eit., p. 88—99) la 
variete dont chaque point est constitué par un couple non ordonné de points 
pris sur une hypersphere. Or si l’on se donne dans le plan projectif complexe 
une conique (C), tout point du plan est défini par le couple nen ordonné des 
points de contact des tangentes menées de ce point à la conique; or les points 
de la conique (complexe) sont en correspondance biunivoque avec les valeurs 
d'un paramètre complexe, c'est à dire avec les points d'une sphere réelle. 
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forme de Clifford!) 8' qu’on obtient en regardant comme identiques, 
dans l’espace projectif, deux points qui se déduisent l’un de l’autre 
par l’antiinvolution 


‘ —A Ti D , = , = , e; 
(15) Ti do To = — Li, T3 = La = — Lg, En Bangis Tati = Tn- 


Le groupe fondamental G de l’espace hermitien elliptique n’est 
plus défini d'une manière uniforme dans le nouvel espace 6’; néan- 
moins toutes les transformation de G invariantes par les relations 
(15) engendrent un groupe transitif G’ qu’on peut prendre comme 
groupe fondamental (clos) de l'espace 6”, qui est ainsi un espace clos 
isogene. Mais cet espace n'est plus symétrique. Le groupe G est celui 
qui laisse invariantes à la fois la forme d'Hermite 


Dyt, + tąd, +... + CRC 


et la forme extérieure 


[X] + [tsx] +. + [Entry]. 


Quant au sous-groupe g', il est formé du sous groupe de G” laissant 
invariant le point (0,...,0,1), combiné avec la transformation 
2, == Lys) Dj = Ln Ga = Tny: Lat = 

37. L'espace 6’ peut être obtenu en partant de l’espace pro- 
jectif complexe 6, doué du groupe fondamental G’, et en y regardant 
comme identiques deux points se déduisant l’un de l’autre par l'an- 
tiinvolution (15). Les intégrales de différentielle exacte de 6 seront 
certains des invariants intégraux de l'espace 6 (doué du groupe fon- 
damental G'), à savoir ceux qui sont des intégrales de différentielle 
exacte et qui sont invariants par antiinvolution (15). Or nous con- 
naisons un système complet d’intégrales de différentielle exacte de 
6'; c'est celui qui est constitué par les invariants intégraux de l'es- 
pace hermitien elliptique; ils sont invariants par G’, qui est un sous- 
groupe de G. Donc nous n'avons qu'à chercher ceux de ces invariants 
qui sont invariants par l'aintiinvolution (15). Comme la forme () se 
reproduit changée de signe par cette antiinvolution, il en résulte que 
les intégrales de différentielle exacte cherchées de l’espace & font 


1) Une forme ds Clifford d'un espace homogène E est une variété loca- 
lement identique à E, mais dans laquelle les transformations du groupe fonda- 
mental G, bien qu’existant localement au voisinage de la transformation iden- 
tique, ne peuvent pas se prolonger partout. Voir E. Cartan, Leçons sur la 
Géométrie des espaces de Riemann (Paris, Gauthier-Villars, 1928, chap. III). 
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SO, SO... Autrement dit le polynome de Poincaré dejPespace &', forme 
de Clifford de l'espace projectif complexe, est 


me A) 


On voit que cet espace est non orientable 1). 

38. Le raisonnement précédent pourra s'appliquer à toute forme 
de Clifford E° d’un espace clos isogene E, pourvu que cette forme 
de Clifford constitue encore un espace clos isogène: on prendra ceux 
des invariants intégraux de l’espace £ qui sont des intégrales de diffé- 
rentielle exacte et qui sont invariants par le groupe discontinu qui 
fait passer d’un point de Æ à tous les autres points correspondant 
au même point de EF". Il est essentiel de remarquer que cette regle 
tomberait en défaut si l'espace Æ n’était pas clos. Il suffit de con- 
sidérer le cas du tore, regardé comme un espace clos isogène se 
déduisant du plan euclidien au moyen d'un réseau de parallélo- 
grammes: le plan euclidien n’admet aucun invariant intégral li- 
néaire, tandis que le tore en admet deux. 


VII. Application à l’espace projectif complexe réglé. 


39. On arrive à des résultats géométriques intéressants en 
considérant l’espace projectif complexe réglé; nous nous bornerons 
au cas de l’espace à trois dimensions (à 8 dimensions réelles, si 
on le regarde comme un lieu de droites). 

On peut regarder est espace comme un espace clos isogene 
symétrique ?). Partons pour cela du groupe linéaire unimodulaire 
G de la forme d'Hermite 


DJE) + CEA + A + zr, 


‘) Cet espace admet une représentation biunivoque sur une variété réelle 
de l'espace euclidien à 35 dimensions; les coordonnées d'un point de cette va- 
rieté sont les coefficients du développement du polynome 


(ax, — bz, + cz, — dzy)? (ax, + be, + cas + da, 


considéré comme polynome en a,b,c,d. 

2) Cet espace admet une représentation sans singularité dans l’espace 
euclidien à 15 dimensions au moyen d'une variété réelle V définie de la ma- 
nière suivante. Désignons par py les coordonnées pliickeriennes d'une drojte 
assujetties à satisfaire à la relation P,P;3 +... + Pas Pau = 1. Les 15 coordon- 
nées rectangulaires d'un point de V seront les quantités 


Rocznik Pol. Tow. Matem.T. VIII 14 
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et de l’automorphie involutive 
+ [4 # , 
(16) ti =— Xx, Tą = — ty, La = Ly, Xy = x. 


Le sous-groupe caractéristique de cette automorphie est celui qui 
laisse invariante la droite x, = q, = 0 (et aussi la droite r; = x, —0, 
polaire de la première par rapport à la forme d'Hermite). L’auto- 
morphie considérée donne donc naissance à l'espace des droites 
transformées de x, = x, = 0, c’est-à-dire à l'espace projectif réglé. 

40. Les transformations infinitésimales de G qui se repro- 
duisent changées de signe par l'automorphie (16) sont les quatre 
transformations 


Ò O ee Ô 
rt ei zo ai 


et les quatre transformations suivantes, qui doivent être regardées 
comme imaginaires conjuguées des précédentes, 


Zr |a ar cia) X1=i(—u zę + ze) 


ge òf zo, Sosia, tofs T UR 
Xf = — Ti 3a, + Ta dx, L, Af=—ifn +) 


On vérifie facilement que le groupe linéaire y transforme 
entre elles les variables €,, es, ez, e, en les multipliant d’abord par 
un même facteur de la forme e” et en effectuant ensuite sur elles 
une substitution orthogonale arbitraire à coefficients réels. 

La raisonnement qui a été fait (n° 30) dans le cas de l’es- 


2( PinPia sj. Din Pia); /— Ji Žž (Pu Pa e MO) 
2( Pia Du — Por Pr), È (Psr Pan ar Par Pas). 


1 = ps Pn — 
9 2 (Pu Pix == Po Pok" Psr Par Pu Pur) 


Les transformations que le groupe G exerce sur les droites se traduisent par 
des rotations autour de l’origine effectuées sur l’espace euclidien dans lequel 
est plongée la variété. 
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pace projectif ponetuel montre que le polynome de Poincaré est ici 
encore de la forme 


LH Bit + Bat + Dsl? + Ba, 

B, désignant la valeur moyenne du carré du module du caractère 
du groupe linéaire qui indique comment le groupe orthogonal réel 
à quatre variables transforme les formes extérieures de degré p. 

Or pour p==1, nous obtenons le groupe orthogonal, qui est 
irréductible; nous avons done f, =1. Pour p= 2, le groupe li- 
néaire qui transforme les formes [ee] se décompose en deux groupes 
irréductibles non équivalents 1), l'un transformant entre elles les trois 
quantités 


[eses] + [erea], [és] + [eo al; leres] + [eses], 


l’autre transformant entre elles les trois quantités 


[ee5] — [eiea]; [ese] — [6284], [616] — [e3€4]; 


on a donc B, = 2. Enfin on a 8, =, = 1. 
Le polynome de Poincaré de l’espace projectif complexe réglé 
est donc 


t8 + 164-244 ++ | (HE 1) te LI 


41. Les formes différentielles invariantes de l’espace se dé- 
duisent immédiatement de ce qui précéde; ce sont les formes 


Q, = [no] + [ww] + [ww] + [0404], 
QP = ous + 0104) (090, + 00,)] AAT 
+ [ose + ow) (00, + wrw) + [oies + ow) (10, + ws0,)], 
QP = [00 — ous) (008 — o w4)] + 
[ose — was) (030, — ww) + [ww — ww) (wiw — wsau)], 
O = [00,030 0,05] [0004000] + [0103000304] + 


+ [0030409030], 


1) Ces deux groupes sont tous les deux identiques au groupe orthogonal 
de trois variables. Néanmoins ils ne sont pas équivalents, parce qu'il existe une 
infinité de transformations du groupe ESI a 4 variables qui laissent in- 
variantes les trois quantités [e,e,] + [e184], [e,e,] + [034] [6,3] + [e,e,] sans laisser 
invariantes les trois autres. Si les deux hadaa n équivalents, le coeffi- 
cient B, serait égal à 2? — 4 et non pas à 124-1? =2 (note p. 204). 


14° 
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auxquelles il faut ajouter la forme qui donne l'élément de volume 
Q; = [0030300030304]. 


On peut substituer aux deux formes indiquées du quatrième 
degré les deux suivantes 


[IQP —— Zlowww;), 


ie [09030404] + [0364004] + [0093030] Più [0104030] at 
+ [0404007 | + [05040403], 


qui sen deduisent par addition et soustraction. 
42. L'integrale /(), peut encore se mettre, A un facteur con- 
stant près, sous la forme 


JECZ =p dpısdp;s + dp, dp, în dpesdpss + dp..dp,, + dps dps. 


en astreignant les coordonnées pliickeriennes de la droite a satisfaire 
à la relation 


LS + pis Pis + Pia Pra + Pas Pas + Pas Pau + Psa Pa =l, 


Cette intégrale, étendue aux droites d'un faisceau, par exemple 


du faisceau 
£y = 0, £, + Àt, = 0, 


pour lesquelles toutes les coordonnées plückeriennes sont nulles sauf 
Pas et Pia = — APs donne 


PITON 
ARIE o 


Etendue aux droites d’une surface réglée algébrique d'ordre p, elle 
donne une valeur p fois plus grande !). 

43. Nous allons calculer les valeurs des deux intégrales de 
différentielle exacte du quatrième degré pour quelques variétés fer- 
mées à quatre dimensions. Nous considérerons 

1° la variété VO) des droites situées dans un plan fixe; 


1) Dans le cas d'une quadrique, on suppose qu'on ne considère que l’une 
des familles de génératrices. On doit définir l’ordre d'une surface réglée par le 
nombre des génératrices de la surface qui appartiennent à un complexe linéaire 
arbitraire. 
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2° la variété V® des droites issues d'un point fixe; 

3° la variété V® des droites rencontrant deux droites fixes; 

4° la variété V® des droites réelles. 

Nous désignerons par I et 2° les valeurs des intégrales f(9 et 
JOP étendues a la variété VO; ces deux intégrales changeront si- 
multanément de signe si l’on change l'orientation de V°. Nous sap- 
poserons que la variété V® contient la droite origine x, = x, = 0 
et nous allons d’abord chercher quelles sont les expressions de QP et 
O? pour le voisinage de cette droite. 

44. Toute droite voisine de la droite origine x, = x, = 0 peut 
se déduire de celle-ci par une transformation infinitésimale 


fed 


ŻoXJ + If. 


is] 
Les équations de la droite considérée sont donc, d'après (17), 
Ty + (0, + iws)xs + (ws + iw) £, = 0, 
Ta = (ws P wy )Tg ne (wy = twą )Ta = 0. 


Les variations élémentaires des coordonnées plückeriennes de 
la droite sont done données par les formules 


DY siderali 109, dpos a iws, 
dPo, == W, dps = — (103 — Wi; 
dps, = 0, dpi, = 0. 


On a inversement 


1 à 
(0, = — 2 (dpi, — dpys), w = 5 (dp, + dos), 

(18) 1 ) 
dg = > (dp, = dps1), Wi — 5) (dp, =F dpg,). 


Ces formules permettront, dans chaque cas particulier, de cal- 
culer QP et OP au voisinage de la droite origine. 

45. Calcul des intégrales I® et 90). — Prenons pour variété 
V® l’ensemble des droites du plan x, = 0. Chacune d'elles est dé- 
finie par les trois coordonnées plückeriennes pus, Pas, Pza, les trois 
autres étant nulles. Il y a donc une correspondance biunivoque entre 
les droites de V et les points du plan hermitien elliptique de co- 
ordonnées 
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È, == Pas Ša = Pas, Ś; = Da: 


D'autre part le groupe fondamental G contient, comme sous- 
groupe laissant invariante la variété V, le groupe fondamental de 
ce plan hermitien. Il en résulte que chacun des éléments d’intégrale 
QP et OP ne diffère que par un facteur constant de l'élément de 
volume 


dr = [dE dE dE; dE] z [AE dE dE dE] g [dE dE dE, dE.) 


du plan hermitien elliptique. 
Or on a, au voisinage de la droite origine, dé, — 0 et, d’après (18), 


1 i l i 
Wi — 9 LE Wa T9 dés ws — — 9 dów Wa — — 161: 
Par suite all 
(X) TE [dE dE dE dE ITY idr, 
(9-0. 
Comme le volume total du plan hermitien elliptique est (n° 34) 
égal à 


L 
LTP J er 9 9 
nor = SEM 
9 1 


on peut prendre, pour une orientation convenable de V®, 
(19) Een 0 


46. Calcul des intégrales I® et J”. — Prenons pour V© len- 
semble des droites issues du point x, = x, = x, = 0. A chacune 
d’elles correspond d'une manière biunivoque un point ($,, &:, &£,) du 
plan hermitien elliptique x, = 0, et on a 


Pla = R 246 = 5»; Psa = ów Pas = Par = Pi: = 0. 


Par le même raisonnement que pour VU, on montre que 
QP et QP ne différent que par des facteurs constants de l'élément 
de volume dr du plan x, = 0. Or, au voisinage de la droite ori- 
gine, on a, d’après (18), 


1 i 1 1 
ONE — 3 dów WwW, = z dé) w; — 5 Es wą = 9 dóą. 


et par suite 
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BPE 0, 
D = p [dE dE, dE, dE,] = 4dr. 
On a donc finalement 
(20) ID =0, 99 =r 


47. Calcul des intégrales I® et 39. — Prenons pour V© Pen- 
semble des droites qui rencontrent les deux droites fixes x, = x, = 0 
et x, = x, = 0. Chacune d'elles peut être définie par un point (0, é,, 
0, 5,) de la première et un point (5,, 0. 73,0) de la seconde, avec 


DEI DS 6.58 = 1, mm Sg NaNe esit, 


Il y a donc une correspondance biunivoque entre les droites de 
V® et les couples de points de deux droites complexes, qu’on peut 
considérer comme deux espaces hermitiens elliptiques. Là encore 
chacun des éléments d’intégrale OP et QP sera, à un facteur con- 
stant près, le produit extérieur des éléments d'aire do, et do, des 
deux droites: 


do, = [dE dE] + [dé dE]. do, = [dn dm] + [dndn]. 


Au voisinage de la droite origine (£, = 0, n, =0), on a dë, = 
= dh, = 0. D'autre part on a 


Pra = Em Doa = 0, Pa SUE 


Pas = — Saul Pu =0, Pi = Èm, 
et par suite, au voisinage de la droite origine, 


dp, == dh; dps, ga 0, dps, = 0, 


dpss = — dé, dp, 30, dpi, =Q. 
Les formules (18) donnent alors 
1 AA 
L D (dE, + dm), o = — 9 (dé, — dm), ws==0, 0, =0, 
OP =10 = — 4 [dë dé dm dm] = — dodo}. 

Comme l'aire totale de la droite complexe est Zim, on obtient 
(21) NE Tr 

48. Calcul des intégrales 1% et 3%. — Toute droite réelle 


orientée peut être mise en correspondance biunivoque avec un couple 
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de points de deux sphères de rayon 1. Il suffit de poser 


Pre + Pos = Èi Pu + Psr = Ën Psa + Pi = Es 
Pra — Des "Mis Pea — Psr = Hay Pga — Pao" Hs) 


les coordonnés pliickeriennes étant assujetties à avoir la somme de 
leurs carrés égale à 1. 

Le groupe fondamental G admet, comme sous-groupe lais- 
sant invariante la variété V®, le groupe des rotations de la pre- 
mière sphère et le groupe des rotations de la seconde. Par suite 
chacun des éléments d’intégrale (2 et (27) ne différe que par un 
facteur constant du produit extérieur des éléments d’aire des deux 
sphères. Au voisinage de la droite origine (6, = &, = 0, m = m = 0). 
ces éléments d’aire se réduisent à 


do, = [did], do, = [dm dn]. 
Or on a, d'apres (18), 


È 
2 


1 į i 
Wy = — 9 dn, Wą = o dé,, wz = dna, di = 5 dé, 


et par suite, par un calcul facile, 


MPa =- 4[d6, dózdn dn, ], OP = ld děd dna]. 


Il en résulte immédiatement, pour l’ensemble. des droites réelles 
orientées, que les valeurs des intégrales f(X et JAP sont + 2r? 
et — 273. Mais il faut réduire ces résultats de moitié puisqu'à 
chaque droite réelle correspondent deux droites orientées, et on a 


(22) IO =r, 90 — — nt 


49. Si nous admettons l’exactitude des théorèmes A et B 
dans l’espace projectif complexe réglé, nous voyons que nous avons, 
entre les quatre variétés V®, VO, VO, V® convenablement orien- 
tées, les homologies 

pa VOL pe 
yo~ yo — yo, 


En toute rigueur nous pouvons simplement affirmer qu'un 
certain multiple entier du premier membre de chaque homologie 
est homologue au même multiple du second membre. 

Il est à présumer que si V désigne l'ensemble des droites 
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d'une congruence algébrique, on a l’homologie 
eo An gV2, 


p désignant le nombre des droites de la congruence situées dans 
un plan arbitraire donné et q le nombre des droites de la congru- 
ence passant par un point arbitraire donné. Cette régle s'applique 
aussi à l’ensemble des droites réelles. 

50. On remarquera qu'à la différence de ce qui se passe dans 
l'espace projectif ponctuel, l'ensemble des éléments réels de l'espace 
n'admet aucun multiple qui soit réductible à um seul élément par dé- 
formation continue. 

51. Nous ne nous attarderons pas sur l'invariant intégral 
SQ. Il admet une période non nulle si on l’étend à l’ensemble des 
droites qui rencontrent une droite fixe. Il est à présumer qu'etendue 
aux droites d’un complexe algébrique, sa période est multipliée par 
l'ordre du complexe (nombre des droites du complexe passant par 
un point donné dans un plan donné ”). 

52. Enfin on peut considérer une forme de Clifford de l'es- 
pace projectif complexe réglé en regardant comme identiques deux 
droites qui se déduisent l’une de l’autre par l’antiinvolution 


(23) Pz = Piv Pa = Pos Pia — Psa Pu = Pas» Pu "TE Psr Pu = Pi) AF 


Ce nouvel espace admet le meme groupe fondamental G; mais 
le groupe g correspondant est mixte. On voit facilement que par 
l'antiinvolution (23) la forme Q, se reproduit changée de signe et 
que les formes (0 et OP sechangent entre elles. Le nouvel es- 
pace n'admet donc, en dehors de son élément de volume à 8 di- 


t) L'étude faite dans le paragraphe VII peut se transporter à l'espace 
des sphères orientées complexes, grâce à la transformation de contact de S. Lie 
qui change les droites en sphères orientées. L'espace projectif complexe réglé 
est aussi l'espace des points d'une quadrique de l’espace à cinq dimensions. 

3) Si Pon se reporte à la variété V de l’espace euclidien à 15 dimen- 
mensions qui représente l'espace réglé complexe, le nouvel espace considéré 
s'obtient en regardant comme identiques deux points de V symétriques par 
rapport à l'origine. Il admet aussi une représentation biunivoque continue sur 
une variété réelle de l’espace euclidien à 20 dimensions, les transformations. 
projectives de l’espace réglé se traduisant par des rotations autonr de l'origine 
dans cet espace euclidien. 
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mensions, qu'un seul invariant intégral, qui est du quatrième degré, 
à savoir SOP- (29. Son polynome de Poincaré se réduit a t* + 


+ #41 


VIII. Le polynome de Poincaré d’un espace de groupe clos. 


53. Considérons un groupe clos $ d’ordre r et la variété re- 
présentative des transformations de ce groupe. Si l’on désigne par 
T; une transformation arbitraire de 9. elle définit un point de la 
variété; il existe alors dans cette variété un groupe transitif clos 
G défini par les équations 


(24) Ty. == Led Dik 


où 7,, 7, désignent deux transformations données de 9. Nous pouvons 
donc regarder la variété du groupe 9 comme un espace clos iso- 
gene 6 dont le groupe fondamental est G. 

Le groupe G admet l’automorphie involutive A qui consiste 
a remplacer l’opération (24) par l'opération 


(25) Tye = RE 


et le plus grand sous-groupe continu g de G dont chaque opération 
est invariante par A s'obtient en prenant T, = T,: Cest le groupe 
adjoint de 9. Il laisse précisément invariant le point O de l’espace 
qui correspond à la transformation identique de 9. L'espace 6 
est donc symétrique. Le groupe linéaire y n'est autre que le groupe 
adjoint linéaire, considéré comme opérant sur les paramètres e,, 
€3;...,6, des transformations infinitésimales de 9. 

54. Le groupe clos se décompose, au moins au point de 
vue infinitésimal, en un- certain nombre de sous-groupes simples et 
de sous-groupes à un paramètre échangeables entre eux 1). Il en 
résulte immédiatement, en appliquant la règle du n° 25, que le po- 
lynome de Poincaré de l'espace 6 du groupe clos Ś est le produit 
des polynomes de Poincaré relatifs aux groupes simples composants 3). 


1) E. Cartan, Goupes simplas clos et ouverts et géométrie riemannienne 
(J. Math. pures et appl., 8. 1929, p. 10—11). 

2) Ce théorème est à peu pres évident pour une variété close produt 
direct de plusieurs autres variétés closes: cela veut dire qu'il existe une cor- 
respondance biunivoque continue entre un point de la première variété et len- 
semble de plusieurs points dont chacun est pris dans une des autres variétés. 
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On peut donc, dans la recherche du polynome de Poincaré de 
l'espace d'un groupe clos, se ramener au cas des groupes clos 
simples. 

55. La transformation générale O du groupe adjoint linéaire 
y du groupe simple 9 admet Z multiplicateurs égaux à 1, } étant le 
rang du groupe, et r —/ autres multiplicateurs de la forme ea. 
Les wa!) sont des quantités deux à deux égales et opposées, com- 
binaisons linéaires à coefficients entiers, qu'on peut supposer tous 
positifs ou nuls, ou bien tous négatifs ou nuls, de / paramètres an- 
gulaires variables ©;, $,,..., pı- Réciproquement du reste les œ; peu- 
vent s'exprimer par des combinaisons linéaires à coefficients entiers 
de / des quantités wa. 

Si lon considère l’ensemble des transformations © pour les- 
quelles les paramètres $; ont des valeurs comprises entre 4, et 
D: + dh; le volume occupé dans l’espace par ces transformations 
est, à un facteur constant près, égal à 


io a 


iog ‘Wa \ 2 
UE | (G5R À) dg ds … dgr 
+ 


le produit étant étendu à toutes les quantités w, positives (c’est-à- 
dire combinaisons à coefficients positifs ou nuls des <,)*). 
Le déterminant Ag(t) est ici égal à 


Agli) = (t + LYTT(E + ea). 


Soit alors c le terme constant dans le développement de la 
iwa — la 


série de Fourier limitée /7(e ? — e ? )? Le polynome de Poincaré 
+ 


cherché est le quotient par c du terme constant (par rapport aux pi) du 


Mais le théoreme du texte va un peu plus loin, parce que la représentation 
de l'espace $ comme produit direct de plusieurs espaces de groupes simples 
peut n'étre valable que localement. 

1) Ces quantités n’ont aucun rapport avec les formes de Pfaff introduites 
au n° à. 

23) Voir, pour toutes ces propriétés, H. Weyl, Theorie der Darstellung 
Kontinuerlicher halb-einfacher Gruppen durch lineare Transformationen II, III 
(Math. Zeitschr., 24, 1925, p. 328—395). La propriété des wa de pouvoir s'ex- 
primer au moyen des $; avec des coefficients tous du même signe est due à E. 
Cartan (Annali di Mat., 5, 1928, p. 253—260). 
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développement de la série de Fourier 
iwą iwa 


(+ DMIE+ eee) (0+ e a)le? — e 2 a 


Ce polynome est donc divisible par (£-- 1), 2 désignant le 
rang du groupe. 

56. On peut démontrer, relativement au polynome de Poincaré 
de l’espace d'un groupe clos, un théorème général remarquable. 


Faisons t= 1 dans le polynome de Poincaré; nous obtenons 
; Di : 
le produit par ter du terme constant du développement de la série 


de Fourier 
ida iva 2° iwa idg 2 2 
[](e 2 +e 2 ) (e oT LA Sell ) = [ea — € la ) i 
+ + 
iwq loa 2 
Mais il est clair que cette série se déduit de [Ie 2 —e 2) en 


changeant ; en 2 $,; son terme constant est done c. Nous arrivons 
ainsi au théorème suivant, valable, comme on le voit facilement, 
pour tout groupe clos: 

Le polynome de Poincaré de l'espace d'un groupe clos de rang 
l jouit de la propriété que la somme de ses coefficients est égale à 2°. 

Ce théorème est en accord avec ce que nous avons trouvé 
dans le cas d'un groupe commutatif clos (n° 24), dont l’espace n’est 
autre que le tore à / dimensions. 

57. On arrive à un autre théorème général en remplaçant 
dans le polynome de Poincaré { par une racine cubique imaginaire 
de l'unité j. Nous allons montrer que le polynome s'annule par 
cette substitution. 

On a en effet 


site) jte) = j(e sp 10790), 
d’où 
‘Oa ida Iwa Iwa 


(— j ea) (— jp etale —e 2)=—j(e® —e ? ) 


Nous sommes donc ramenés à démontrer que, dans le développement 
du produit 


wa Jiwa iwa 


Me? — 63 ) eT) 
+ 
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le terme constant est nul, ou encore que les deux produits développés 


Ilwa LIT pe iwa lwn 


e2? —e * )et Me? — e ? ) 
+ $ 


n'ont aucun terme en commun. 
Or, d’après un théorème di a H. Weyl’), le second produit 


QE 
peut s’obtenir en partant du terme dominant e7+ et en appliquant 
aux paramètres ; les différentes substitutions d’un certain groupe 
fini (S) engendré par / substitutions involutives, les termes qui ré- 
sultent du terme dominant par un nombre pair de substitutions in- 
volutives génératrices étant précédés du signe +, les autres du 


signe —. Une propriété identique a évidemment lieu pour le pro- 
Ho Ho 
duit fl(e > —e ©? ); si donc les deux développements avaient un 
+ 


terme commun, c'est qu'ils auraient, aux coefficients près, les mê- 
mes termes, ce qui est absurde. 

Le polynome de Poincaré d'un groupe simple clos de rang l est 
donc toujours divisible par (t3 + 1)(£t+ 1). 

58. On voit directement que le coefficient de £”'' et celui de 
=° dans le polynome de Poincaré d'un groupe simple d’ordre r 
sont nuls tous les deux. Le groupe étant simple, son groupe adjoint 
y ne laisse invariante aucune variété plane réelle ou imaginaire; 
or il n’en serait pas ainsi si y admettait un invariant linéaire, ou 
un invariant forme extérieure du second degré. Dans ce dernier 
cas en effet le groupe y, qu’on peut supposer orthogonal, puisqu'il 
est clos, laisserait, d’apres un théorème classique, invariante au 
moins une variété plane. 

Ces résultats peuvent se déduire, si l’on admet le théorème À, 
d' autres résultats obtenus d'une manière toute différente. On peut 
en effet démontrer que dans l'espace du groupe tout contour fermé, 
ou toute surface fermée a deux dimensions, admet un multiple en- 
tier réductible à un point par déformation continue 3). Réciproque- 


1) Math. Zeitschr., 24, 1925, p. 382 sqq. 

2) Pour un contour fermé, le théorème est dh à H. Weyl (Math. Zeit- 
schr, 24, 1925, p. 380); voir aussi E. Cartan, La géométrie des groupes sim- 
ples (Ann. di Mat., 4, 1926—1927, p. 211—218). Pour une surface fermée, voir 
E. Cartan, Groupes simples clos et ouverts et géométrie riemanntenne (J. Math. 
pures et appl., 8, 1929, p. 20, note 3). 
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ment ces derniers résultats, de nature topologique, se déduiraient 
des premiers, de nature algébrique, sì l'on admettait le théorème B. 

59. Sì l'espace d'un groupe simple clos n'admet aucune intégrale 
de différentielle exacte non équivalente à zéro de degré 1 ou 2, il en 
admet au contratre toujours une de degré trois. 

Si l’on suppose, ce qui est permis, le groupe linéaire y or- 
thogonal. les constantes de structure c, forment un trivecteur, c'est- 
a-dire qu’elles se reproduisent, avec ou sans changement de signe, 
suivant qu'on effectue sur leurs indices une permutation impaire ou 
paire’). L’invariant intégral du troisième degré est alors 


fef fo 4 , 7 000 3 


la somme étant étendue à toutes les combinaisons 3 à 3 des in- 
dices 1,2,...,r. En exprimant en effet que la forme extérieure 
cis [e;(eg:| est invariante par le groupe adjoint, on retombe sur les 
relations algébriques fournies par l'identité de Jacobi ?). 

60. Les théorèmes précédents suffisent pour déterminer com- 
pletement le polynome de Poincaré d'un groupe de rang 2. En 
effet le coefficient de #7’, et par suite celui de #5, étant différents 
de zéro et la somme des coefficients étant égale à 4, on a néces- 
sairement le polynome 


WA GAS SE: 


Il est tres vraisemblable que, quel que soit le groupe simple, 
il n’existe qu'un invariant intégral du troisieme degré. Cela est 
du moins certain pour les groupes simples des quatre grandes classes. 


1) On obtient ces proprietćs en exprimant que le groupe adjoint, dont les 
transformations infinitésimales Æa f sont indiquées au n° 10, est orthogonal. 

2) Si lon ne suppose pas la base infinitósimale du groupe choisie de ma- 
nière à rendre le groupe y orthogonal, l'invariant intégral est, à un facteur con- 


stant près, égal à JJJZygewjwywx, en posant 


Via = 2.( CrauCjuvSeva T Ciudlivulrav)- 

À uv 
Sous cette forme il existe dans l’espace représentatif d’un groupe quelconque. 
La condition nécessaire et suffisante pour que le groupe soit intégrable est que tous 
les coefficients y; soient nuls. Voir E. Cartan, Sur la structure des groupes 
de transformations finis et continus (Thèse; Paris, Nony et C's, 1894, p. 48). 
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IX. Les homologies qui existent entre les sous-groupes clos 
à trois paramètres du groupe d’une forme d'Hermite définie. 


61. Nous allons, comme application, rechercher les différentes 
valeurs que prend l’invariant intégral du troisième degré lorsqu’on 
l’étend aux différents sous-groupes clos à trois paramètres du groupe 
linéaire unimodulaire $, d'une forme d’Hermite définie positive à n 
variables 


Fa xt} + Lay + ... + LT, . 


Ce groupe $, est simple; sa transformation infinitésimale la plus 
gónćrale est de la forme 


avec 
© | Cs F- + Em =0, 74 o = 0. 


La forme extérieure invariante du troisieme degré est 


1 dx 
7 
Q = 3 2 [wyw] 


ij,k 
62. Rappelons que le groupe linéaire clos irréductible d’ordre 
3 le plus général s'obtient en cherchant comment le groupe liué- 


aire unimodulaire & de la forme d'Hermite zx + yy transforme 
entre elles les quantités 


P m1. p—2,,2 P_1 P 
SAE TION AA 


Ce groupe, que nous appellerons g,, laisse invariante, comme tout 
groupe linéaire clos, une forme d'Hermite définie positive. Si l’on pose 


Li = T’, Lo = V Ci- y. L= Vla? 2... Tj = Y”, 
cette forme d'Hermite est 
Tity F Leds |... + GC = (£X + yy)”. 


Si donc p+ i< n, le groupe considéré est un sous-groupe 
du groupe donné $,. 
Aux transformations 


de $, correspondent dans g, les transformations 


Z f= ilp gf + (p — Ba, ripa z, + 


Tre Pa 3 = 
er 
ee? i s" Z ta Sa; ty Dag 
W 


63. La transformation infinitésimale la plus générale de g, 
étant désignée par 6, Z,/ + 6©,24/ + 6,2;/, on a, en considérant cette 
transformation comme appartenant à $,, 


dire) eony "r, ję BELI ra 
ip ‘i(p—2) — tp p 
Wir __ Wąs Wp p+ n 

= — _s=.,, ae Cit = @, + 1, 
Vp ETES Vp 
W21 dino 2 PRD = —_6 + 16 

~ 2 $) 

Vo Vo 0. Vp 


et, par suite, 


Q=--4(1p+2(p-__1)+3(p_-2)+...+ p][0,026,] = 
m METE p 
3 


De Öz]. 


Or la forme [6,6,6;)] donne l'élément de volume du groupe 
S, On peut done poser, en multipliant au besoin l’invariant in- 
tégral par un facteur constant convenablement choisi, 


I 


_P(P + 10 (p + 2) 
p—1 = 6 , 
1, désignant la période de l’intégrale étendue a la variété fermée 
du sous groupe g,!) Néanmoins il faut remarquer qu'a deux sub- 
stitutions de $, dont les coefficients sont égaux et opposés ne cor- 
respondent deux substitutions distinctes de g, que si p est impair. 
La période /,,, doit done être réduite de moitié si p est pair. 

64. Le groupe 9, peut admettre également des sous-groupes 

clos réductibles à 3 paramètres. Il suffira de prendre un certain 
nombre de séries de variables 


> d mi, È dd Le 
Ty 5 Myy 12.9 Tay Lys Ts 3... 


Lys. 
telles que les p variables de la premiere série soient transformées 
par le groupe g,_,, les g variables de la seconde par le groupe 


9-1 et ainsi de suite. On doit avoir naturellement 


P+tqt+st.. =. 


On aura alors, pour la période correspondante, 


haai 
= 
i bin == 2 Sami; 
i 


le second membre devant ètre réduit de moitié si tous les entiers 
p, sont impairs (p, > 2). 

On arriverait à des résultats analogues si l'on considérait, au 
lieu du groupe unimodulaire d’une forme d’Hermite définie, le groupe 
orthogonal à n variables réelles. 


1) Considérées comme plongées dans l’espace riemannien du groupe @:, les 
variétés des groupes 9» sont toutes à courbure constante, cette courbure étant 


inversement proportionnelle à 7,41; les volumes de ces variétés sont d'autre 
i 
part proportionnels à l+. 


Roëznik Pol. Tow. Matem. T. VIII. 15 


L'intégration des fonctions sommables. 


Par 


Stefan Kempisty (Wilno). 


M. Denjoy, en se servant de „maximum“ et de „minimum 
d’epaisseur“, à défini a la riemanienne l'intégrale (4) d'une fonction 
f(x) dans l’intervalle (a, b)1). 

Il a établi que cette intégrale existe et se reduit à l’intégrale 
de M. Lebesgue pour la fonction sommable, il a supposé de plus 
que l'inverse est probable, c'est qui est encore un problème non 
resolu ?). 

Or l'étude de l'intégrale (4) que j'appelle approximative nous 
conduit aux intégrales à densite À près. Ainsi sont appellées des in- 
tégrales qui s’obtiennent en partant des bornes à densité À près et 
qui correspondent aux intégrales de Darboux. 

Nous verrons que, pour une fonction sommable ces intégrales 
éxistent, sont égales entre elles et leur valeur commune est inde- 
pendante de À. Ces sont des fonctions d'intervalle dont chacune est 
absolument continue en mème temps que le produit de la borne 
correspondante par la longeur de l'intervalle. 

De plus la continuité absolue de cette derniere fonction d’in- 
tervalle est une condition necessaire et suffisante de la sommabilité 
de f(x). 

Au moyen des intégrales à densité À près nous pouvons dé- 
finir des intégrales extrêmes approximatives. 


1) A. Denjoy, Sur l'intégration riemanienne, Comptes Rendus de l'Acad. 
des Sciences t. 169, 1919, p. 220—1. 

23) Dans la note, Sur l'intégrale (4) de M. Denjoy, (Comptes Rendus, 
t. 185, 1927, p. 749—50), j'ai donné une démonstration incorrecte du th. 
inverse. 
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Comme toute fonction sommable est approximativement inté- 
grable, on en deduit une autre condition necessaire de som- 
mabilité de f(x): le produit d'un borne à densité À près par la 
longeur de l'intervalle est à variation bornée pour toutes les va- 
leurs de À, les intervalles étant suffisamment petits. 

Nous allons commencer par l’étude des propriétés des bornes 
a densité À pres et des fonctions approximativement continues, 


I. Les bornes à densité À prés. 


1. Convenons d’appeler densité moyenne!) de l'ensemble mesu- 
rable Æ dans l'intervalle I, le rapport 
HE] 
(I° 
en désignant: par |ZE| la mesure de l’intersection de l'ensemble 
E et de l'intervalle J, par |Z| — la longeur de I. 
Considérons une fonction f(x) mesurable dans l'intervalle / et 
un nombre À positif, inférieur à un. 
Nous dirons que A est un nombre bornant inférieurement 
à densité À près la fonction f(x) sur I, quand la densité moyenne 
de l’ensemble 
E = E,| f(x) < 4] 
est an plus égale à À dans /, c'est-à-dire quand 
EIA]. 
De mème B est un nombre bornant supérieurement à densité u 
pres (0< u < 1), si l'ensemble 


E = E.[f(x) > B] 
E| < pl | 


2. Toute fonction mesurable presque partout finie est bornée (in- 
férieurement et supérieurieurement) à densité À près, quelque soit 
À positif et inférieur à un. 

En effet supposons, par exemple, que f(x) n'est pas bornée 
supérieurement à densité À pres dans I. 

Alors il existe un nombre À œ> 0 tel que la densité moyenne 
de l’ensemble 


vérifie la condition 


1) H. Lebesgue, Sur l'intégration des fonctions discontinues, Annales 
Sc. de Ec. Normale Sup. t. 27, 1910, p. 406. 


15* 
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E,=E.[f(2) > n] 


est supérieure à À dans J, quelque soit » entier positif, en d’autres 
termes 


| IE, 


>A|Il 
Soit maintenant 


E = E,[f(2) = + col. 


a= [ona 


Comme 


et la suite de Æ, est non croissante, nous avons 
| IE | = lim | ZE, | => A|| > 0, 


donc f(x) n’est pas presque partout finie dans /. 

3. Si A- u <1, le nombre A bornant inférieurement à den- 
sité A près est au plus égal au nombre B bornąnt supérieurement 
à densité u près. 

Posons: 


E = Elfa) <4)  E4=EJl/(x) > B} 


Lorsque A > B, tout point x de l'intervalle / appartient à l’un 
de ces ensembles au moins. Alors 


|Z| < |4 | + [E| < A -+ JIL] 
et par suite 
Au21, 

contrairement a l’hypothèse. 

Ainsi l’ensemble de nombres qui bornent f(x) infórieurement 
a densitć A pres est bornée supćrieurement par un nombre tel 
que B. 

Si A + u = 1, nous avons la relation inverse 


A>B. 


4. Comme tout nombre inferieur A A jouit de la móme pro- 
prieté que À, l’ensemble de nombres bornants à densité À pres est 
le segment d’une coupure. 

Nous allons voir que cet segment est fermé, c'est-à-dire qu’il 
existe le plus grand des nombres A. 

Soit m le nombre fini déterminé par la coupure. 


1 ° "URE $ SMB 
Tout nombre m —  bornant inférieurement f(x) à densité À 
n 
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pres dans /, nous avons, pour l’ensemble 


E, = E, | f(£) <m — al 


la condition 


E = E.[f(x)<m] 
est la réunion des ensembles KE, qui forment une suite non dé- 


eroissante, 
Par suite 


Or l’ensemble 


|IE| = lim |IE,| < AJZ, 


ce qui veut dire que m est un nombre bornant inférieurement 
à densité À près f(x) dans I. 

5. Appelons borne inférieure à densité À près de f(x) dans 
I") le plus grand des nombres À qui bornent inférieurement f(x) 
dans / à densité À près. 

Comme cette borne est une fonction d'intervalle qui depend 
de f et de A, nous allons la désigner par m(/, I, À) on brièvement 
par m(f), m(I) ou m(X) suivant que /,7 ou À est variable dans le 
ralsonnement. 

Le plus petit des nombres Æ qui bornent supérieurement 
à densité u près sera borne superieure à densité u pres de f(x) 
dans 1, M(7,1, u). 

Des relations qui ont lieu entre les nombres bornants à den- 


sité À près (/,3) on deduit 


m(X) < M(u), pour À + u <1, 
m() > Mu), n Aużl. 


6. Notre définition diffère de celle de M. Denjoy?) qui ap- 
pelle maximum d’épaisseur de f sur I le plus grand nombre M tel 
que l’ensemble 

E| f (£) > M] 
ait sur I la densité (l'épaisseur) moyenne au moins égale à a et 
minimum d'épaisseur le plus petit nombre m tel que l'ensemble 


1) Voir ma note: Sur les limites approximatives, Comptes Rendus, t. 180 
(1925) p. 642. 

2) loc. cit. p. 220; je les croyais équivalentes dans ma note: Sur l’inte- 
grale (4) de M. Denjoy. 
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EAf(x) < m] 
ait sur I une densité moyenne au moins égale à 6, a + B étant 
inférieur à 1. 
L'ensemble 
E = E,( f(x) < M] 
étant le complementaire de £.[f(x) > M], nous avons 
LE < (1 — aIl 


Alors le plus grand nombre M est la borne inférieure à den- 
sité 1 — a près, 

Le plus petit nombre m c’est la borne supérieure à densité 
1—$8 pres. 

En désignant par M’ et m’ respectivement le maximum et le 
minimum d'epaisseur, on a alors, pour a+ < 1, 


m =M1—B5)<ml — a) = M, 


en vertu du dernier thćoreme de I, 3. 

7. Comme un nombre bornant inférieurement à densité À près 
borne a fortiori à densité u près, quand u est supérieur à À, nous 
avons la relation 


mA) < mu), 
pour 


MEL. 


Ainsi la borne inférieure à densité À près est une fonction non 
decroissante de A. 

Quand A décroit vers zéro, m(À) tend en décroissant vers la 
borne inférieure my qu'on obtient en negligeant les ensembles de 
mesure nulle. Quand A croit vers un, m(A) tend en croissant vers 
la borne supérieure analogue M,. 


Alors 
mo = lim m(A)= mA) = lim m(A) = M,. 
A<0 A>1 


La borne supérieure A densité A pres est une fonction nom 
croissante de À et on a 
m, = lim MA) M) £ lim MA) = M,. 
A<1 A+0 


8. En tant que fonction d’intervalle la borne inférieure à den- 
sité À près est semicontinue supérieurement, car Cest la fonction 
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P(x,, £a, À) définie par M. Looman!) (x, x) étant l'inter- 
valle /. 

Or M. Looman à établi que ® est semicontinue supérieu- 
rement par rapport au couple (x,,æ,). 

Comme, d'après les définitions des bornes, on a 


M(f) = J m( adj 


nous voyons que la borne supérieure à densitć A pres est une 

fonction semicontinue inférieurement de /, étant d'ailleur égale à la 

fonction semicontinue inférieurement $(x;, x,,1 — A) de M. Looman 
9. Il est évident que le nombre bornant inférieurement (su- 

périeurement) f(x) à densité x près dans I, borne è fortiori de la 

même manière la fonction g(x) au moins (au plus) égale à f(x). 
Il en vient que l’on a, pour fS g, 


m(g)=m(f);  M(f)< M(g). 


Désignons par f~ la fonction f(x) limitée supérieurement au 
nombre N, c’est à-dire soit 


TRE) NY. 


Or nous avons 


m(fN)=m(f), pour m(f)< N, 
mn(fN=N , , m(f)>N, 
donc 
m(f%) = min (m(7). N). 
En posant 
Jn = max (f, N), 
nous avons aussi 


m(fn) = max (m(f), N). 


En particulier, en posant N = 0, nous avons m( fo) + m(f9) = 
= max (m(f). 0) + min(m(/),0)=m(f), /, étant ainsi la partie non 
négative et /, la partie non positive de la fonction f. 

Les mêmes relations ont lieu pour la borne supérieure à den- 
sité À pres. 


1) Sur les deux cathégories remarquables des fonctions de variable réelle, 
Fundamenta Math. t. V, 1924, p. 106, $ 2. 
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II. Les fonctions approximativement continues. 


1. M Denjoy a appelé f(x) approrimativement continue au 
point x, sì, étant donné: 


e> 0, OLAZ1, 


on peut déterminer è de manière que la densité moyenne de len- 
semble 


E.[|f(®) — f(20)| < €] 


soit nupérieure à 1 — À sur l'intervalle / contenant x, de longeur 
inférieure à È. 

Or il resulte de cette définition que la densité moyenne des 
ensembles 


E.[f(®)<f(2) — e], E{f(æ) > f(x) + €] 


est inférieure a À sur T. 
On en déduit que, pour À < 4, 


fo) — EL m(f L, NS MA, IL A) <F(&0) + e. 


Comme d'autre part les ensembles 


E.[f(®) > f(x) — e], E,[f(æ) < f(%e) + e] 


ont une densité moyenne dans / supérieure à 1 — À, nous avons, 
pour y= 1 — A 2 4 


f(x) — e < M(f, I, u)<m(f Lu) <S f (£o) + e 


Par suite, quelque soit À, les bornes à densité A près dans I 
d'une fonction approrimativement continue ont pour limite la valeur 
de la fontion au point x, Vintervalle / tendant vers son point 2%: 


f(z) = lim m(f 1I, à) = lim M(f, LA). 
1—0 1% 


2. On en déduit qu'une fonction approrimativement continue 
pour toutes les valeurs de x est la limite des fonctions continues?) 
En effet posons 


ple) = m/f, CZE D,(x) = M (r (> A). 


1) A. Denjoy, Sur les fonctions dérivées sommables p. 181 $ 12 et 
H. Looman loe. cit. 
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La fonction æ, est, d’après le théorème de M. Looman, se- 
micontinue supérieurement par rapport à z, tandis que ©, est se- 
micontinue inférieurement. 


Comme, pour À << 4, 
dre) = D, (2), 


il existe, en vertu d'un théoreme de M. Hahn!) une fonction con- 
tinue intermédiaire f(x). 
Or, la fonction f étant approximativement continue, 


f(x) = lim ,(x) = lim ®,(x) 
done / est la limite de la suite de fonctions continues 


gli PRE PERA 


3. Quand l'intervalle / contenant le point x tend vers ce 
point, sa densité moyenne dans le plus petit voisinage symétrique 
de x contenant / est au moins égale à 4. 

Nous dirons que l'intervalle / (contenant ou non le point x) 
tend régulièrement vers x, lorsque cette densité est au moins égale 
à un nombre positif a, (paramètre de régularité)*) et nous ecri- 
vons alors 

l > x. 


a 


Si a est inférieur A 4, le point x peut être extérieur à l’intervalle Z. 
Nous allons voir qu'une fonction approrimativement continue 
au point x, est la limite commune des bornes à densité À près dans 
I, l'intervalle I tendant régulièrement vers x, suivant un paramètre 
a quelconque. 
En effet soit V, le plus petit voisinage symétrique de x, qui 
contient l'intervalle / tel que 


[11 a|V,.|. 


La fonction f(x) étant approximativement continue au point 
Xo, On a, en posant 


E = E [f (x) < /(%9) — el, 


1) H. Hahn, Über halbstetige und unstetige Funktionen, Bericht Akad. 
Wien 129, 1912 p. 103. 
2) H. Lebesgue, loc. cit. p. 390. 
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la relation 
\EVal < da| ali 


pour V,, suffisamment petit. 
Comme l'intervalle / est contenu dans FV, 


EI] <| EY] S VAI) 
la borne inférieure à densité À près satisfait donc à l'inégalité 
m(f, 1, X) > f(x) — e. 
On obtient, par un raisonnement analogue, 
MS, IN) <f(&) + € 
Or, pour À + u < 1, 
m(f. IN = M(7, 1, m), 
donc en faisant tendre | V,| vers zéro on a 


f(x) = lim m(/, I,X) = lim M(/, 1, n), 
I — xo 1x 


À et u étant d'ailleurs quelconques. 

4. Une fonction mesurable est, d'apres un théorème de M. 
Denjoy, presque partout approximativement continue). Or nous 
avons en tout point de continuité approximative 


DE] = lim m(f, L À) = lim M(f, I, A), 


quelque soit A. 

Il en résulte qu'une fonction mesurable presque partout finie 
est presque partout égale à la limite regulière de ses bornes à densité 
À près, quelque soit À et paramètre de régularité a. 


III. Les intégrales à densité À près. 


1. Soit f(x) une fonction mesurable et presque partout finie 
dans un intervalle K = (a, b). 

Divisons cet intervalle au moyen d’un nombre limité de points 
en X intervalles partielles 


AEC SETY 


1) A. Denjoy, Sur les fonctions dérivées sommables p. 170 $ 5. 
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Nous allons désigner pas s(7, K, À) et s(f, K, À) les limites ex- 


tremes de la somme 
k 


PZG L,X)|Ll, 
i=1 
lorsque la norme de la division c'est-a-dire la longeur du plus grand 
des intervalles /,, tend vers zéro. 
Ces limites sont des intégrales extrèmes, au sens de M. Bur- 
kill!) de la fonction d'intervalle 


g(7, I, A) = m(f 1,N)| I] 
c'est-à-dire: 
s(a K) = fold) SX K)= f9(1). 
RK K 

Lorsque s = s, nous dirons que f(x) est intégrable par défaut 
à densité À près dans l'intervalle K et nous désignerons pas s(/, K,A) 
l'intégrale par défaut à dénsité À près. 

On définit de la même manière les intégrales par excès à den- 
sité A près S, S et S en partant de la fonction d'intervalle 


G(F. LÀ) = H(/, I, À)|1|. 


Quand s = S, nous dirons que f(x) est intégrable à densité 
À près. en désignant l'intégrale par 


(À) ye f(x)dx. 


2. Toute fonction mesurable bornée est intégrable à densité 
À pres. 
Considérons une suite de divisions de l'intervalle (a, b). 


DE DA Dis. De. 
1 i 
dont les normes tendent vers zéro avec y Soient 


af, < GR UU ON a r MGS ID, 
1) J. C. Burkill, Fonctions of Intervals, Proc of the. Lond. Math. Soc. 
22 (2), 1923, p 279. 
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les extremités des intervalles partiels de la division D,. Définissons 
une fonction en echelle f, (x) = m(f, (c, £F), À), pour £i S KE < z. 

En tout point x, de continuité approximative de f(x), contenu 
dans l'intervalle (xf, x") nous avons d’après II, 1, 


f(%9) = lim m(f, (71, Ti) À 


donc presque partout (TI, 4) 
f(x) = lim j,(x). 


La fonction considérée étant bornée, les fonctions f,(x) sont unifor- 
mement bornées. 
Par suite 


b b 
Í {(x)dr = lim Jar. 
n—> 00 > 
Or l'intégrale de la fonction f, (x) est égale a la somme 
S m(f 16N], 


I? étant l’intervalle (æf, x7). 
Puisque cela a lieu quelque soit la suite choisie de D,, nous 
avons 


J. Miara ARN, 


De même 
b 


dy fa)dz = S( f, K, à), 


done f(x) est integrable a densitć A pres et 


j f(x)dx = (A) f f(x)dæ. 


Ainsi, l'intégrale lebesgienne d'une fonction mesurable bornée est 
égale à l'intégrale à densité A près. 

En particulier une fonction approximativement continue bor- 
née, étant limite des fonctions continues (II, 2), est intégrable à den- 
sité À près, quelque soit le nombre positif À inférieur à un. 
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3. Soit /(w) une fonction non negative sommable. 
Toute fonction sommable étant presque partout finie, f(x) est 
bornée à densité A pres (I, 2). 
Soit m sa borne inférieure à densité À pres. 
D’après la définition de m, l’ensemble 
E = E,[ f(x) < m] 


vérifie la condition |1£|< À|1|. 
En posant 
pa = Vit 
nous avo 3 


m|I|< | fade + m.|IE) < f far + m| I 
IŽE 7 
Par suite 
g(1) = m|| <i> fra. 
{ 


L'intégrale lebesgienne étant une fonction absolument continue d’in- 
tervalle, la fonction non négative d'intervalle g(1) est aussi absolu- 
ment continue, en d’autres termes la somme finie 


g(4) +91) + ...9(7,) 
tend vers zéro en même temps que la longeur totale des intervalles, 


c'est-à-dire | I, |+ |1,| +... + |7,|'). 
En remplagant la borne infćrieure m par la borne supérieure 
M et l’ensemble E,[f(x) € m] par E,[/(x) < M], nous avons 


EI <A — NII. 


Done 
M|I|< J rada + (1-1) MI] 
/ 
et par suite 
1 ts, 
GU) = M|I| Sz | rede. 
1 
La fonction G(/) est donc aussi absolument continue. 


1) On dirait mieux „absolument petite“ puisque cette proprièté ne défi- 
nit la continuité que pour les fonctions additives. 
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Ainsi, si la fonction f(x) est sommable et mon negative, les 
fonctions g(f, LA) et G(f, I, X) sont toutes les deux absolument con- 
tinues. 

Si f(x) est sommable et non positive, le théorème a aussi lieu. 
Nous avons en effet: 


g(f)=— G(— f) G(f)= — 9(- f), 


en vertu des propriétés correspondantes de bornes a densité À pres 


(I, 8), 


Par consequent, pour f(x)= 0, nous avons 


19064) +... + 9(,1,)| = G— 41) F--- r G(-f 1) 
| G( AG +... + a(/, 1,)| =g(— A 1) + et9(-—/5L) 


done les fonctions g(f. I) et G(/, I) sont aussi absolument continues. 

Si f(x) est une fonction sommable quelconque, nous pouvons 
la décomposer en deux fonctions /, et f° respectivement non ne- 
gative et non positive. 


Or, d’après I, 9, 
m(f=m(f) Hm") MP)=M(h) + MI) 


et par sulte 
9(f)=g9(f0) +9) GP) = GR) + GP). 


La somme de deux fonctions d'intervalles absolument continues 
étant absolument continue, nous voyons que les fonctions g(f, 1, À) 
et. G(f, I, À) sont absolument continues quelque soit la function som- 
mable f(x). 

5. Lorsqu'une une fonction d'intervalle est absolument conti- 
nue, ses intégrales extrèmes sont finies !). 

Considérons les dérivées extrêmes de la fonction d'intervalle 
g(1), c'est à-dire les limites extrêmes du quotient PO, l'intervalle 
I tendant régulièrement vers x, quelque soit le paramètre de ré- 
gularitć «. 

Désignons ces dérivées par D,g et D, g. 

Par suite d’un théorème de M. Burkill?), si g(1) est abso- 


lument continue, on a, pour K = (a,b), les égalités: 


1) J. C. Burkill, loc. cit. p. 287. 
3) loc. cit. p. 309, th. 7, 6. 
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sn = fo. fosse fg). 


Or dans notre cas 
g(1) 
—— = m(/, I, À). 
Comme, pour toute fonction mesurable, nous avons presque 


partout 


les deux dérivées extremes sont égales à f(x) et nous avons 


J 901) = fan # f fdz. 


Cela signifie que la fonction g(1) est intégrable, f(x) est done 
intégrable à densité À près et 


b 


ni f(a)da = s( f, K, N). 


a 


Le même raisonnement donne 


J fax = S(/, K,X), 


alors la fonction f(x) est intégrable à densité À pres et son inté- 
grale est égale à l'intégrale lebesgienne. 

6. Comme g(f,1,À) et G(f, I, à) sont absolument continues 
pour f sommable, toute fonction sommable est intégrable à densité 
À près. 

De plus l'intégrale à densité A près d’une fonction sommable 
est independante de la valeur de la densité A, puisqu'elle est égale 
a l'intégrale lebesgienne. 

Notre derniere raisonnement montre aussi que la fonction f(x) 
est toujours sommable, si g(1) et G(I) sont absolument continues. 
Or le reciproque etait etabli plus haut (III 3, 4), nous voyons done 
que la continuité absolue de fonctions G(f,IX) et G(f. L À) est une 
condition necessaire et suffissante de la sommabilité de f(x). 
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IV. Intégrales approximatives. 


1. Des propriétés des bornes à densité À près on déduit les 
propriétés correspondantes des intégrales à densité À près. 
De la relation 


m(A) = M (y), 


valable tant que A + u < 1, nous déduisons, en formant les sommes 
et en passant aux limites, les inégalités: 


Su) 4 
SA < Sw. 
s(A) 


On voit de plus que les intégrales par défaut s(X) et s(A) sont 
de fonctions non décroissantes de À et que les intégrales par ex- 
ces S(u) et S(u) sont des fonctions non croissantes de u. 

2. Appellons intégrale inférieure approximative la limite de 
s(X), À tendant vers zéro, et écrivons 


(4) | faz = lim s(/, KA). 


Cette limite est finie quand s est bornée pour les valeurs suffisam- 
ment petites de À. 
L'intégrale superieure approximative sera 


(4) | fax = nas) 
e u—>0 


3. Comme, en vertu de IV, I, les intégrales s(X) et S(u) sont 
toutes les deux au plus ćgales à l’intégrale supérieure approxima- 
tive, quelque soient A et u, nous pouvons supposer que À +u > 1 
et nous aurons l'inégalité 


SW <O) < (4) f faz. 


Alors, si À tend vers 1, u tend vers zéro et 
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far = lim 5(/, K, A) 


Pour que l’intégrale supérieure approximative soit finie il faut que 
s soit bornée pour À voisin de 1. 

Ainsi pour que les intégrales extrêmes approximatives soient fi- 
mies, tl faut et il suffit que les intégrales par défaut s(A) et s(A) 
soient bornées pour toutes les valeurs de À et par suite que la fonc- 
tion d'intervalle g(f, I, À) soit a variation bornée, pour O < À < 1 et 
les intervalles petits "). 

On obtient la meme condition pour G(7, I, À). 

4. La fonction f(x), dont les intégrales extrêmes approxima- 
tives sont finies et égales, est dite approrimativement intégrable. La 
valeur commune de ces intégrales sera l'intégrale approximative de 


f(x) dans (a, b): | me. 
Comme, d'apres IV 1 et 3, 


a fie PTF <(4 fr, 


l’égalité des intégrales extrêmes approximatives implique l’égalité 
de toutes les quatre intégrales à densité À près. Une fonction ap- 
proximativement intégrable est donc intégrable à densité À pres, 
quelque soit A. compris entre O et 1. De plus 


(A) J fdx = s A) =S(N) = (À J fdx, 


donc l’intégrale à densité À près d’une fonction approximativement 
intégrable ne depend pas du nombre A, car elle est égale à l'inté- 
grale approximative. 

Comme l'inverse résulte de la définition de l’intégrale appro- 
ximative, nous voyons que l’intégrabilité approximative est une con- 


1) Nous dirons que la fonction d'intervalle g(I) est à variation bornée 
dans K quand la somme 9( (44) + pel + 9(In) est bornée quelque soient les in- 
tervalles non empietants /,, /,,... In formants une division de K. 

Rocznik Pol. Tow. Matem. T. VIII. 16 
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dition nécessaire et suffisante pour que l'intégrale à densité À près 
existe et soit independante de A. 

Toute fonction sommable est donc approximativement inté- 
grable (III, 6). 

5. Nous avons établi (IV, 3) que les intégrales extrèmes appro- 
ximatives de f(x) sont finies quand la fonction g(f, 1, À) est à va- 
riation bornée, pour toutes les valeurs de À comprises eutre 0 et 1, 
et que cette condition est aussi nécessaire pour les intérvalles suf- 
fisamment petits. 

Ainsi pour que la fonction f(x) soit sommable il faut que la fonc- 
tion d'intervalle g(f,1,X) soit à variation bornée, pour 0 < 1 <1 
et les intervalles petits. 

On voit (III, 6) que la fonction d'intervalle g(/, I, À) est dans 
ce cas absolument continue, pour toutes les valeurs de À, et à va- 
riation bornée pour les intervalles petits. 

La fonction correspondante G'(/, I, À) jouit de mêmes propriétés. 


V. Les fonctions de plusieurs variables. 


1. Lorsque x est un point (x,,%,,...,x,) d'une espace à k di- 
mensions, l'intervalle I est l'ensemble de tous les points dont chaque 
coordonnée x, est comprise dans un intervalle linéaire (a,, b;) ouvert, 
fermé ou semi-ouvert. 

L’étendue de l'intervalle I est le nombre 


|Z| = (b, — a, )(b; — 02)... (b, — a) 


qui remplace la longeur de l'intervalle linéaire. 
Le voisinage symétrique d'un point (2, %3,... x,) est intervalle 
V, dont les projections sont 


(c, — h, z, +h) tre em 
Si les intervalles /,, compris dans X, n’empietent pas et 


OE ŻE 


nous dirons qu'ils constituent une division de K. 

La norme de la division est la plus grande des dimensions des 
intervalles /,, 7,.... 1,. 

2. Ces notions étant ainsi precisées, nous pouvout étendre les 
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définitions des bornes à densité À près et de la continuité approxi- 
mative aux fonctions de plusieurs variables. 

Il en est de même avec la définition de l'intégrale d’une fonc- 
tion d'intervalle. Alors les définition des intégrales à densités À près 
et des intégrales approximatives subsistent pour les fonctions de 
plusieurs variables. 

3. Quand aux théoremes de ce mémoire, ils subsistent égale- 
ment pourvu que. l’on modifie la définition de l'intégrale d'une 
fonction d'intervalle, en exigeant que les rapports des dimensions 
des intervalles partiels d’une division soient uniformement bornées 
par deux nombres positives. 

En effet dans la démonstration du théoreme de M. Bur- 
kill, cité au III 5, il faut que la suite des intervalles partiels qui 
contiennent un point x tende régulièrement vers ce point, lorsque la 
norme de la division déeroît vers zéro !). 

Or cela a bien lieu lorsque la division vérifie la condition 
qu'on vient d’énoncer. 

Ainsi nous arrivons à la conclusion que toutes les théorèmes dé- 
montrés dans ce mémoire peuvent être appliqués aux fonctions de 
plusieurs variables. 


1) loc. cit. p. 310. 


16% 


Deux types de relations logiques et la 
méthode de Poretsky. 


Par 


Zygmunt Kobrzynski (Varsovie). 


Je considère une suite T finie ou du type w des termes 
sfa... Je désigne par £ l’ensemble des fonctions logiques, dans 
le sens de Poretsky, des termes de la suite 7; par K, l’ensemble 
des fonctions logiques des termes du segment 7, de la suite 7, 
c’est-à-dire des termes t,, té, .-.,t,; par M, l’ensemble des minima, 
dans le sens de Poretsky, de l’ensemble Æ,; par M,(a), a ap- 
partenant à £,, l'ensemble des minima du développement de la 
fonction logique a en une somme des minima de l’ensemble X,. 

Je discerne deux types de l’équivalence et de l'inclusion lo- 
giques des élements de l’ensemble E: l’équivalence (resp. l'inclusion) 
structurale et l'équivalence (resp. l’inclusion) relative. 

Je dis que a est structuralement équivalent à b dans l’ensemble 
En, si a et b appartiennent à Æ, et les ensembles M,(a) et M,(b) 
sont identiques, a sera dit structuralement contenu dans b dans l'en- 
semble E,, si a et b appartiennent a E, et M,(a) est contenu dans 
M, (b). 

E, étant contenu dans £,, les fonctions logiques structuralement 
équivalentes dans l'ensemble Æ, le sont aussi dans l’ensemble £,; 
je les considère done comme structuralement équivalentes dans len- 
semble E. Ces fonctions restent structuralement équivalentes, lors- 
qu’on change l’ordre des termes de la suite T ou lorsqu'on remplace 
la suite 7° par une suite des termes par rapport auxquels les termes 
de la suite 7 sont des fonctions logiques. Ces remarques concernent 
également la relation de l'inclusion. 

T’ désignant une suite à termes en général différents de T et 
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E' l'ensemble de leurs fonctions logiques, je fais correspondre è 
chaque terme de la suite 7 une et seulement une fonction lo- 
gique appartenant a E”. Ainsi à chaque fonction logique a apparte- 
nant à E vient correspondre une et seulement une fonction logique 
appartenant à E', à savoir la fonction qui s'obtient de a en y rem- 
plaçant les termes de T par les élements correspondants de Æ’. 

a et b appartenant à E, je dis que a est équivalent a b dans 
l'ensemble F, relativement à l ensemble E', si les éléments de E’ cor- 
respondants à a et b sont structuralement équivalents dans Æ’; a sera 
dit contenu dans b dans l'ensemble E relativement à l’ensemble E', si 
l'élement de Æ’ correspondant à a est structuralement contenu dans 
celui correspondant à b. 

Dans le cas particulier l’équivalence et l'inclusion relatives se 
laissent définir par une coupure de l’ensemble Æ en deux classes 
disjointes F et V à proprietés suivantes: 

10 La somme des fonctions logiques a et b appartenant a Æ 
appartient à F alors et seulement alors, lorsque a et b appartien- 
nent a F. 

2° Le produit des fonctions logiques a et b appartenant à E 
appartient à V alors et seulement alors, lorsque a et b appartien- 
nent à V. 

3° Ni F ni V ne contient la négation d’aucun de ses éléments. 

Dans le cas considéré, a sera dit équivalent à b relativement 
à cette coupure , si a et b appartiennent simultanément à Fou à V; 
je dirai de-mème que a est contenu dans b relativement à cette cou- 
oure, si a et b appartiennent à È et a appartient a F' ou b appar- 
tient a V. Ces définitions sont équivalentes aux precédentes dans 
le cas de la suite 7” formée de deux termes (que l’on fera corre- 
spondre respectivement aux ensembles / et V). 

Les deux types des relations ci dessus verifient les formules 
du Calcul de Schroeder, c'est-à-dire du Calcul logique sans prin- 
cipe dassertion; ces relations appartiennent donc à l’Algebre des 
Ensembles, les notions de ,terme“ et de ,fonction logique“ pou- 
vant être définies par la seule description de leur structure. indé- 
pendamment de tout système de la Logique. 

Application: En désignant par N(M), où M est un ensemble 
fini, le nombre des éléments de l’ensemble M, j'appelle la probabi- 
N(M, (a)) 

N(M,) * 


lite de la fonction logique a dans l'ensemble E, la relation 
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a appartenant à £,; d'une façon analogue j'appelle la probabilité de 
.. N(M, (a)) 

a par rapport à b dans l'ensemble E,, la relation NO, 6) a etb 

appartenant à E, et étant N(M,(b)) +0. 

E, étant contenu dans È, et a appartenant a £,, les proba- 
bilités de la fonction logique a dans les ensembles Æ, et E, sont 
égales. Leur valeur commune peut être considérée comme probabi- 
lité de la fonction logique a dans l'ensemble E. La même remarque 
concerne la probabilité de a par rapport à b. 

Les formules fondamentales du Calcul des Probabilités, ana- 
logues à celles du Calcul des , Wahrheitswerte* de M. Jan Łuka- 
siewlcz, exposées dans son ouvrage: „Die logischen Grundlagen der 
Wahrscheinltchkettsrechnung* (Krakau, Akad. der Wissensch. 1913), 
concernent dans ce cas l'ćquivalence et l’inclusion structurales. 


Sur un groupe automorphe. 
Par 


K. Abramowicz. 


Dans ma note!) insérée dans les Comptes Rendus, t. 187, j'ai 
étudié les fonctions appartenant au groupe {p. q,r} formé des sub- 
stitutions appelées par M. Fricke de „Haupttypus*. En désignant 
par Pı, 91,71 les diviseurs des nombres positifs p, q,r du corps al- 
góbriqne (0,(8) et posant p= p, Ps, q = Qge. r = riro, M. Fricke 
obtient le groupe plus général des substitutions 


(a Voir cla” Vpyra) Va: „le Vpr: +d Vpar,) Va. 
\ (c Vpira —d Vpar,) Vas , (a Vpr, Pale Vpara) Va: 


au déterminant 


\ 
© j 


(2) a?pıqı rı — bagira + CPigere — d*poQgri = 1, 


qu’il appelle?) groupe „de type“ [p,, 91,71} Nous nous proposons 
d’étendre le resultat obtenu dans la note citée aux groupes, de type“ 
[71 , g1, r1]. Nous désignons les substitutions de ce groupe par [a, b, c, d]. 

Dans ce qui va suivre nous supposerons que le corps algé- 
brique (0,(6) de degré k auquel appartiennent les nombres positifs 
p,q,r est défini par l'équation F'(0)==0 et que ce corps a la base 
minimale (1,0,0?,... 6*!). Nous faisons en outre l'hypothèse que le 
polynome F(6) de degré k par rapport A 6 est irréductible suivant 
le module n (supposé premier). 

Le corps (2,(0) possédera alors les propriétés suivantes‘) sur 
lesquelles nous nous appuyerons dans la suite: 


1) Transformation des fonctions automorphes, p. 801. 

2) Vorlesungen über die Theorie der automorphen Functionen, t. I, 
p. 538, 588. 

3) Weber: Lehrbuch der Algebra, lI, p. 306. 
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1) il contient nf nombres (y compris 0) incongrus suivant le 
module x, 

2) si le produit af de deux nombres a, 8 du corps est con- 
gru à 0, alors l’un de nombres a, B est congru à 0, 

3) la congruence ax = ĝ (mod n) a toujours dans le corps 
(,(4) une solution et une seule (a n'étant pas = 0), 

4) on peut diviser ou multiplier les deux membres de la con- 
gruence par chaque nombre qui n'est pas = Q. 

Pour la transformation du n-eme degré du groupe [p,, 91, #1] 
nous chosirons la substitution V de la forme V=[K,0,L,0] avec 
le déterminant 


K3q,r, + Lg = n, 


où m est un nombre premier et les nombres K et L appartiennent 
au corps (),(0). 

En désignant par f(z) la fonction automorphe appartenant au 
groupe [p;,q,,7;| nous nous proposons d'étudier la fonction trans- 
formée jf (V2) appartenant au groupe V"'[p,;,q,,r]V/. Dans le travail 
actuel nous demontrons que dans le cas où le polygone fondamen- 
tal du groupe {#,,9,,7,] a un nombre fini de sommets la relation 
entre les fonctions f(V2z) et f(z) est algébrique de degré n* + 1 
en f (V2). 

Pour les substitutions [a,b',c,d] du groupe transformé 
V"'[p;,9;,7,]FV nous obtenons les valeurs: 


a' = na, b =b(K*p;q,r, — LPi Qpr) — 2 KLdp,qyr,, 


3 
(3) c = ne, d' = d(E?p qiri — L?piqara) + 2 KLbp qira. 


On voit que les substitutions [a', b’, c’, d'] du groupe transformé 
V-|p;, g,r"1]V ont le déterminant n?; pour que le déterminant de 
[a', b',c', d'] soit égal a 1, les nombres a’, b',c', d’ doivent être di- 
visibles par x. Après cette remarque on raisonnera de la manière 
suivante: 

1) Dans le sous-groupe g; commun aux groupes [p,, 91:71] et 
V [pı gır] V ne peuvent entrer que les substitutions fa’, b’, c, d'] 
du groupe V7[p,,9;,7:;]V qui sobtiennent de substitutions [a, b, c, d] 
satisfaisant a la congruence 


Kbq, = Ldq; (mod n). 


En effet, dans ce cas seulement les nombres b’ et d’ sont di- 
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les (3), en tenant compte de la congruence *): 

K?g,r, == — L'qr,. 
2) Les substitutions {a’,b',c', d] qui peuvent entrer dans le 
groupe g, doivent remplir la condition 
Kd'r, = Lb'r, (mod n). 


En effet, la resolution des égalités 
1 3 
i z [b (K*p;qyry — L'p;qr;) — 2 KLdp,qr; |, 


d' =} [d(K®p,git, — L'piqere) + 2 KLbpiqri] 
par rapport à b et d donne 
b= = {b (K?p;q41, — L'piqers) +2 KLd' pigar}, 
d => (d'(Kop,qir, — Lep, qr.) — 2 KLV Pitta), 


et lon voit que la condition 
Kd'r, = Lb'r (mod n) 


doit être remplie pour que les nombres b et d soient entiers. 

3) On vérifie inversement que chaque substitution [a, 8, y, ô] 
du groupe [7;,9;,7;] qui s'obtient par la transformation V d’une 
substitution [a, b, c, d] satisfaisant A la congruence Kbq, = Ldg,, sa- 
tisfaira à la conguence 


Kôr, = Lr, (mod n). 
En effet, si l’on transforme la substitution [a, b, c, d] à l’aide 
de la substitution V et si lon pose 
Kbq, = Load -- H. n, 


où H désigne un nombre entier du corps (,(6), on trouvera (tenant 
compte de la congruence K?q,r, = — L*g,r,) les valeurs 


1) Aucun de nombres 7, 9,7 n’est congru à U. 


B=—b+42KHp,r, 
ò= d+-2 LKpyry, 


et l’on aura la congruence 
Kr, (d + 2 LHp,13)= Lr,(— b + 2 KHpr,), 


qui se reduit à 
Kdr, = — Lbr, (mod n) 


ou encore Kbq, = Ldg, (en vertu de K?q,r, = — L*9,r3). 
4) Le sous-groupe cherché g, est composé de toutes les sub- 
stitutions [a, 5, y, 0] au déterminant 1 satisfaisant à la congruence 


(4) Kór = Lr, (mod n). 


En effet, d'après 3) une telle substitution s’obtient par la trans- 
formation V d'une substitution [a, è, c. d] satisfaisant à la congruence 
Kbq, = Ldq,; elle remplit done la condition 1); d’autre part elle 
satisfait aussi à la condition 2). 

Si l’on fait maintenant l’hypothèse que le polygone fandamen- 
tale du groupe discontinu [p,,9,,*,] a un nombre fini de sommets 
la relation entre les fonctions f(V2z) et f(z) sera algébrique. La 
fonction f(V2) satistaira a une équation de degré égal à l’indice 
j du sous-groupe g, par rapport au groupe [p:, QT]. 

Envisageons le groupe fini G, auquel se reduit le groupe 
[Pi; 4,71] par rapport au module n. Le nombre e des substitutions 
du groupe G, sera égal a la moitié du nombre de solutions en 
a,b,c,d de la congruence 


(5) atp,gari — bP: ra + 0*P1947; — d?pą947, = 1 (mod n) 


dans le corps (), (4). 

Nous devons distinguer deux cas: 1) les corps (),(0) dans lea- 
quels le nombre — 1 est reste quadratique, 2) et les corps (2,(0) 
dans lesquels — 1 est non-reste. En désignant par g la racine pri- 
mitive du nombre n dans le corps (),(6), c'est-à-dire le nombre 
pour lequel 

g"-'= 1 (mod n) 
on aura la propriété dont nous ferons usage: 
Si l’on ajoute 1 aux deux non-résidus 


gg” (i=1,3,...) 
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de la suite 
k 


UBU PAU gr 


alors lune des sommes 


1 + g! Pts g" #1 


sera résidu, l’autre non-résidu. 
En effet, faisant l'hypothèse que 1 + g' est résidu, on a 


l | g == Doe > g = g'(1 "E gł =" 


et, comme gi est non-résidu. la somme 1 + g"°‘! devra être non- 
résidu, afin que le produit g'(1 + 9g"°*-1) soit résidu; et inversement. 

Nous demontrons maintenant le théorème suivant que nous 
avons formulé dans la note citée sans demonstration: 

Les nombres 4 et B étant simultanément résidus ou non-ré- 
sidus (mod n) dans le corps (,(6) les congruences 

Ax? + By = 0, dx! + By? = M = 0 (mod n) 

ont dans le corps (),(8) respectivement 2n* — 1 et n* — 1 solu- 
tions, si le nombre — 1 est résidu dans le corps (),(6), et respe- 
ctivement 1 et n* — 1 solutions, si — 1 est non-rósidu dans le corps 
(2,(6); si l’un de nombres À et B est résidu et l’autre non-résidu 
les mêmes congruences ont respectivement 1 et n*-} 1 solutions 
dans le premier cas et Zn*— 1 et n* — 1 solutions dans le se- 


cond cas. 
Demonstration, 1) Supposons que le nombre — 1 est résidu 


dans le corps (2,(6), c’est-à-dire 
n° = 1 (mod 4). 


Parmi les (n* — 1):2 restes quadratiques 


gate OPI 
on ne trouvera que les (nf — 1):2 sommes 
— RL | ni — 3 
gi +g = +“=0(mod n), i= 0, 1,2, oR 


de chaque somme on obtiendra 4 solutions de la congruence 
x? + y? = 0, et en ajoutant la solution (0.0) on aura 2 nt — 1 so- 


lutions. 


Parmi les (n* — 1):2 sommes 


(6) 14+1,1+9,...1+9"— 
on a une égale à 0, et la suite de (n° — 1):2 sommes 
(1) 1-589 1-52, RL 


contiendra (d’après la propriété mentionnée plus haut) (n* — 1):4 
résidus et (2° — 1):4 non-résidus. La suite (6) devra done contenir 


1 Pf 
TE 1 résidus 


(parceque le deux suites (6) et (7) doivent épuiser tous les résidus). 
Si l’on joint à la suite (6) la somme 1<+0 on aura dans la suite 
de (n* — 1):2 + 1 sommes 


(8) 1+0,1+1,1 +93... 14g 


(nt — 1):4 résidus et (n° — 1):4 non-résidus. 
En multipliant les élements de la suite (8) consécutivement par 


os ed 
on obtiendra (n° — 1):2 suites de produits de la forme 
(9) ga +g”) 


chaque colonne de cet ensemble (9) de produits contiendra ou tous 
les (nf — 1):2 résidus différents ou tous les (n° — 1):2 non-rćsidus 
différents. Chaque résidu ou non-résidu M sera alors de (n* — 1):4 
manières representé dans la forme (9). La congruence x? + y? = M 
(mod x) aura 


PAT 
am 1 


solutions (parceque chaque somme 9* + g°“#) se repète deux fois). 

2) Supposons que le nombre — 1 est non résidu dans le corps 
(2,(8), c'est-à-dire nt = 4s + 3, où s est un nombre naturel; on 
n'aura pas ici 


na = 
9 T +1 = 0 (mod n) 


et le nombre » — 1 sera non-résidu. Comme précedemment on ajoute 
1 à tous les non-résidus 
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g,9%,...g" > 


dont le nombre (»* — 1):2==2s-|-1 est impair; on obtiendra 
dans la suite 


(10) 1+g,1-+9%,...1 +g""* 


une fois 0 et s résidus et s non-résidus (d'aprós la propriété citée 
plus haut). Dans la suite de (n* — 1): 2 sommes 


(11) ERI ere sai 


on aura alors (n* — 3):4 + 1 non résidus (afin qu'on ait dans les 
deux suites (10) et (11) le nombre total de résidus) et (n° — 3):4 
résidus. 

La suite de (n* + 1):2 sommes 


(12) ee gare ene 


contiendra alors (n* 4 1):4 résidus et (n° + 1):4 non-résidus. 
En multipliant les élements de la suite (12) consécutivement par 


1..q%.....47 3 
on obtiendrra (n* — 1):2 suites de produits de la forme 
(13) g (+9); 


chaque colonne de cet ensemble (13) de produits contiendra ou tous 
les (n* — 1):2 résidus différents ou tous les (n* — 1):2 non résidus 
différents. Chaque résidu ou non-résidu M sera alors de (nf —- 1): 4 
manières representó dans la forme (13). La congruence x? + y? = M 
aura #*— 1 solutions. 

Si l’on passe aux congruences Ax? + By? = M, on voit faci- 
lement que dans le cas où A et B sont simultanément résidus ou 
non-résidus les nombres des solutions de congruences Ax* + By? = M 
sont les mêmes que des congruences envisagées precédemment. 

Si, au contraire, on suppose 


À résidu, B non-résidu 


et si l'on se place dans le premier cas (de — 1 résidu) on n'aura 
jamais 


g” ala 1009 =) 
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et Pon aura alors une seule solution (0, 0) pour la congruence Ax? + 
+ By? = 0. Si l’on prends la suite de (n* — 1):2 sommes 


19,1 +97,...1-+g"- 


dans laquelle on a (n* — 1):4 résidus et (n* — 1):4 non-résidus, 
et si lon multiplie les ćlements de cette suite par 


gg’ g 
on obtiendra pour chaque nombre M + 0 (n* — 1):4 représentations 
dans la forme 


P+ 


c’est-à-dire n* — 1 solutions de la congruence Ax? + By? = M; en 
ajoutant encore deux solutions correspondant aux valeurs z = 0, si 
M est non-résidu, et y = 0, si M est résidu, on aura définitivement 
n° + 1 solutions de la congruence dx? + By? = M (mod n). 
Dans le second cas (de — 1 non-résidu, nt = 4 s + 3) on 
aura une congruence 
gó" + 1 = 0 (mod n) 


et, en la multipliant par les (nf — 1):2 nombres 


nk—3 


1,9% 09 


on aura (#—1):2+ 1 =2n* — 1 solutions de la congruence 
Ax? + By? = 0 (après avoir ajouté la solution (0, 0). De meme si 
lon prends la suite de (n* — 1):2 sommes 


1+9,14+95...1 + gr! 
dans laquelle on a (une de sommes est 0) maintenant 


(n* — 3):4 résidus et (n° — 3):4 non-résidus, 


et si l'on la multiplie succéssivement par 1,9?,...9”-* on obtiendra 
(n* — 3):4 représentations (mod n) de chaque nombre M dans la 
forme g*-- g+! d'où n* — 3 solutions de la congruence Ax? + 
+ By? = M; en ajoutant encore deux solutions correspondant à la 
valeur x = 0, si M est non-résidu, et à y = 0, si M est résidu, on 
aura n* — 1 solutions. 

Passons maitenant à la détermination du degré du groupe 
G, auquel se reduit le groupe [p;, 91:71] par rapport au module n. 
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Pour déterminer le nombre de solutions de la congruence (1) en 
a,b,c,d écrivons cette congruence sous la forme 


(14) = p,(a?g,r, + c’gara) —- pa (b?qira + d'qur,) = 1 (mod n). 
On posera 
(15) aqua + c°qgre = X, 
b*girs + d”qer, = Y, 


et l’on aura alors la congruence 


pı — p, Y = 1 (mod n): 
elle a les solutions 


X=14 pg, I = pé, 


où È parcourt l’ensemble de n* nombres du corps (),(6) incongrus 
par rapport au module x. 

1) Supposons que — 1 est résidu dans le corps (0,(6). En re- 
marquant que les produits q,r, et g,r, sont simultanément résidus 
ou non-résidus, on a: 

a) pour Ë—0, X= 1, Y=0 et les congruences (15) ad- 
mettront 

(2 n* — 1)(u* — 1) solutions; 


b) pour X =0, Y = Æ, (tel que 1 + p: = 0) on aura le 
même nombre de solutions (2 n* — 1)(n* — 1), 

e) pour les n* — 2 valeurs restantes Y = Æ, X = 1 + p,Ë£ on 
aura ensemble 


(nt — 2)(n* — 1)? 


solutions En somme on trouve indépendemment de la valeur de 
produits 9,7, 97. le nombre total n*(n** — 1) de solutions; on di- 
visera ce nombre par 2 parceque le changement simultané du signe 
de coefficients a,b,c,d de la substitution [a, b, c,d] ne donne pas de 
substitution nouvelle. 

2) Supposons que — 1 est non-résidu dans le corps (2,(6). En 
remarquant que maintenant lun de produits gr, et qar, est résidu 
l’autre non-résidu, on aura de la même manière respectivement les 
nombres 


1. (nt 1), 1. (n° + 1) (n* — 2)(n* + 1 


de solutions; en les additionnant on obtient le même nombre n*(n* — 1). 


On pourra toujours déterminer un nombre £ satisfaisant à la 
congruence 
Kr,E = Lr, (mod n); 


on remplacera alors la congruence (4) par d = Kb et, en vertu de 
l'égalité K?g,r, + L'or, = n, ou aura alors 


{16) "QE? = — req; (mod n) 
On a l'égalité 
[P1; 415 ri) TE TA 529) o 5;9;}, 


où les S$ désignent certaines substitutions du groupe [p;,g,,7;] ne 
vérifiant pas la congruence d = Eb. Si nous considerons le groupe 
fini G, auquel se reduit le groupe [p;,q,,r,| par rapport au module 
n, les substitutions du sous-groupe g, se reduiront à celles de sub- 
stitutions du groupe G, qui vérifient la congruence d = kb. Nous 
sommes donc conduits à chercher l’ordre du groupe de substitu- 
tions de G, satisfaisant à la congruence d == fb. On voit que, grâce 
à la relation (16), cet ordre sera égal à la moitié du nombre de so- 
lutions en a et c de la congruence 


(17) a*p+q471 + CPi qara = 1 (mod n) 


dans le corps (2,(8) multiplié par x*. 

1) Si — 1 est résidu dans le corps (),(0) les produits 9,71, qar: 
seront simultanément résidus; le nombre de solutions de la congru- 
ence (17) est n* — 1; 

2) si — 1 est non-résidu dans le corps (2,(0) l'un de produits 
Mis qafa est résidu l’autre non-résidu; mais alors le nombre de so- 
lutions de la congruence (17) est aussi n? — 1. 

L'ordre du groupe de substitutions [a, b, c, d] satisfaisant (mod n) 
a la congruence d = Fb est n*(n* — 1):2. Nous obtenons le théo- 
reme suivant: 

Si le polygone fondamental du groupe discontinu [py, 9; 74] 
défini dans le corps (),(0) de degré k ayant la base minimale 
(1,0....0%7') a un nombre fini de sommets et l'équation F(0)=0 
définissant le corps Q,(0) est irréductible suivant Je module A, alors 
l’équation algébrique à laquelle satisfait la fonction f(z) apparte- 
nant au groupe [p,,9,,r:] transformée à l’aide d'une substitution 
V = [K,0, L,o] de déterminant K*qg,r, + L'or, = est de degré 
n* —L 1. 


Sur les équations différentielles dans le plan 
projectif. 


Par 


S. K. Zaremba (Cracovie). 


(Travail exécuté au séminaire du Prof. W. Wilkosz). 


$ 1. Le présent travail a pour but d'étendre au plan projectif, 
en nous plaçant au point de vue des quantités réelles, les théorèmes 
fondamentaux sur les transformations de contact ainsi que sur Pexis- 
tence des intégrales des équations différentielles du premier ordre. 
En introduisant partout les coordonnées projectives, nous ferons ap- 
raître la loi de dualité géométrique. Ainsi p. ex. il se trouvera que 
faire passer une intégrale d'une équation par un point donné et 
déterminer une solution tangente à une droite donnée, sont deux 
problèmes se correspondant selon le principe de dualité. Ces pro- 
blèmes sont donc parfaitement analogues et sont pour nous analy- 
tiquement identiques. 

On sait que les points singuliers ne sont pas des invariants 
au point de vue des transformations de contact. Au contraire la 
notion d'élément singulier, que nous allons introduire, se trouvera 
être invariante par rapport à ces transformations. Par conséquent, 
c'est seulement cette notion qui, à notre point de vue, correspondra 
à une propriété intrinsèque d'une équation. 

Dans cet ordre d'idées, nous étudierons la disposition des in- 
tégrales dans le voisinage du lieu des points singuliers d'une équa- 
tion différentielle du premier ordre. Nous retrouverons d'une façon 
plus directe les résultats trouvés par MM. G. Darboux et E. Picard 


dans le cas d'une équation analytique et étendus par MM. S. Za- 
Roczmk Pol. Tow. Matem. T. VIII. 17 
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remba et E. Cartan !) au cas où l’équation, sans être analytique, ne 
satisfait qu'a des conditions très générales de régularité. 

Sans chercher à réduire les conditions de régularité au mini- 
mum, nous Considèrerons en général des fonctions de la classe c! ?). 
Les équations différentielles de cette classe seront transformées par 
des transformations de contact de la classe c! en équations jouissant 
de la même propriété. Nous obtiendrons ainsi un champ fonctionnel 
d'une grande simplicité. 

$ 2. Nous entendrons par élément linéaire le système forme 
par un point et une droite passant par ce point. Nous le désigne- 
roms par trois coordonnées homogènes du point, 


Lig Ge 

et trois coordonnées homogenes de la droite 
Us i Mg! Ug. 

lićes par la relation 


(1) Ugly + Ugly + Ugly == O. 


Nous considererons les courbes comme variétés d’éléments 
linéaires à un paramètre, dont les différentielles satisfont à la 
condition 


(2) UT, + u,dxo + ugdig = O 


qui exprime que la droite (w, :u;:us) est tangente au chemin décrit 
par le point (x,:%,:%3) Nous supposerons toujours que les z, et 
les u; puissent être représentés comme fonctions de la classe c! d'un 
certain paramètre. En différentiant la relation (1), on a 


(1a) dx, + tdt, + ugdz, + x du, + x,du, + dus = 0. 
ce qui prouve que la condition (2) est équivalente à la suivante, 


(3) x,du, + x,du, + tadus = Ù, 


1) Voir: G. Darboux, Bulletin des sciences mathématiques, 1873; E. Pi- 
card, Traité d’analyse, t. III; S. Zaremba, Les fonctions réelles non analy- 
tiques et les solutions singulières de équations différentielles du premier ordre, 
Annales de la Société Polonaise de Mathématique, t. I, 1922, ainsi que le mé- 
moire de M. E. Cartan sous le méme titre loc. cit., t. II, 1923. 

2) C'est-à-dire admettant des dérivées partielles du premier ordre continues. 
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corrélative à la condition (2) et exprimant que le lieu des points 
(x, :2,:x) est l’enveloppe de la famille de droites (u, :4,: us). 

Les équations (1) et (2) permettent de reconstituer l’équation 
tangentielle d’une courbe quand on possède son équation ponctuelle; 
en effet, si la matrice 


nà x x 
4 1 LEO 3 
(3) hi dx, dzy 
est d'ordre 2, 
x | UT z z x 
5 u. = 2 5 3 z, == 8 9 1 U , 1 2 
Dali dr, apart È 5 Pidr, dz, | woj dry, dzy 


p étant un facteur arbitraire mais non nul. Les points d'une courbe 
où la matrice (4) est d'ordre 1 (elle ne peut pas être d’ordre 0) se- 
ront dits singuliers. 

Inversement, les équations (1) et (3) permettent de reconstituer 
l’équation ponctuelle d'une courbe quand son équation tangentielle 
est donnée. En effet, on a les relations 


Us , Us | | Ug , ih 


Ur . Us 
|a! | 
NAPA sn BA zę ie 


ip Za a du,. du 


Ty = OC 


analogues aux relations (5) (o étant un facteur arbitraire mais non 
nul) et valables à condition que la matrice 


My y Ug s Us. 


(1) O du, du, dus | 


| 
soit d'ordre 2. Les droites pour lesquelles ceci n’a pas lieu seront 
dites singulieres. 

$ 3. Nous donnerons le nom de transformation de contact 
à toute transformation qui change les courbes en courbes, c’est-à-dire 
en variétés d'éléments satisfaisant à la condition (2). Une telle trans- 
formation est définie par des équations de la forme: 


x; = Xi(x,,%,.%3; Uj, U, Us), C2 0) 
(8) z 
u ere u ua. (a= 1,2,3) 
Nous admettrons que les fonctions X, et U;: 
1° sont de la classe c3; 
2° qu'elles sont homogènes d'un degré n par rapport aux va- 
riables x; et d'un degré m par rapport aux variables u, avec 
17* 
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(9) mn O; 


3° qu’elles établissent une relation biunivoque entre un domaine 
de l’espace des éléments linéaires 


(20: TE, RAS) 


et un domaine de l'espace des éléments linéaires 


G Ranana UREO ADM 


4 


Cette derniere condition pourrait cependant être un peu res- 
treinte, car elle contient l'identité 


(10) U, À, =- UX —- U. = O 


pour les valeurs des variables indépendantes satisfaisant à la con- 
dition (1); or nous verrons que cette identité résulte des conditions 
différentielles que nous aurons à imposer aux fonctions en question. 

L'inégalité (9) n'est point nécessaire et nous verrons comment 
on peut procéder au cas où elle n’est pas satisfaite; nous l’admet- 
tons provisoirement, car elle influe sur la façon d'effectuer les calculs. 

Pour que la transformation (8) soit une transformation de con- 
tact, il faut et il suffit, d’après la définition que nous venons de 
donner, que la relation (2) entraîne la suivante: 


(11) U,dX, + U,dX, + U,dX3=0 
ou, plus wodo 


(12) Fils ida A A 


kal kol 


Cette condition put a l’existence de deux fonctions, 
À (2; Xa, Vaj My, Ua, Us) et U(X > Lo Ta; Ui, Us, Us), 


satisfaisant identiquement aux relations 


v_dX 
A (T1, TEST Us y, us)u, + D U dz, =0 (k =1, 2, 3). 


i=l 


(13) 
= 


J 


Ha; 34,033 ui; mie + D Ua, 0 (k = 1, 2, 3), 


i=l 
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Les mêmes conditions peuvent être exprimées sans l’aide des 
fonctions auxiliaires À et u. En effet, elles signifient simplement 
que les quantités 


3 3 
dX, POWIE SPACE 
0 U, la; i pa U, dr, 


1=] i=1 i=] 
doivent être proportionnelles aux variables 
th, Ma; 2 
tandis que les quantités 


yo : 2 UG brie 


1æ] i=] 


doivent l’étre aux variables 


i 
Tı, Lo; tz. 


Pour voir comment la relation (10) découle des conditions 
(13), il ny a qu'à envisager l'identité 


3 
x, A X; 


n dx, 
k=] 


(14) 


= X, (i = 1, 2, 3) 


qui résulte de la condition 2° (d'homogénéité). En effet, si nous mul- 
tiplions les trois premières des équations (13) respectivement par 


en les aditionnant membre à membre tout en tenant compte de la 
relation (1), nous obtiendrons, en vertu de l’identité (14), la relation 
(10). Naturellement, en procédant selon le principe de dualité géo- 
métrique, nous pourrions déduire la même relation (10) des trois 
dernières équations (13), en vertu de l'identité 


5 „dX; 
(15) ye Lee pa G=1,2,3) 


m du, 


$=] 


corrélative à Pidentité (14). 
Les équations (13) contiennent les dérivées partielles des fonc- 
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tions X,. X,, X;, mais sont linéaires et homogènes au sens algé- 
brique par rapport aux fonctions U,, U,, U, ainsi qu'aux fonctions 
auxiliaires A et u. Ceci permet immédiatement d’éliminer des équa- 
tions (13) les fonctions L/,, U,. Us, A, u. En effet, la condition de 
compatibilité est que la matrice 


dX, dX, dx, | 
de, day dx 
dX, dX, dX, 
° dz,’ dr’ dr 


dX, dit © 


1 Us; 0 , da, , dx, 1 dz, 
(16) } dari dX, di, dX, 
pini: at r A 

O 1 2 di, À As | dka 

NTI TE du, du, 

NE A a 


dus”? du’ du, 


| 


soit d'ordre plus petit que 5, c'est-à-dire que les équations (13) se 
réduisent a 4 au plus d'entre elles. Cette condition cependant peut 
étre exprimée, dans le voisinage de chaque élément déterminé, au 
moyen d'une seule équation, car, gràce aux identités (14) et (15) 
ainsi qua la relation (1), il existe entre les lignes de la matrice (16) 
une relation linéaire et homogene ayant pour coefficients 
di gt fa T Ua ty Us 
nin Im 
$. 4. Au cas où les X; satisfont à la condition que nous ve- 
nons d'établir, la question se pose de savoir, si leurs valeurs définis- 
sent les rapports mutuels des U, sans ambiguité. Au cas, où les con- 
ditions préliminaires du $ 3. sont satisfaites, la réponse est affirmative, 
En effet, supposons deux systèmes de valeurs des fonctions U,, sa- 
tisfaisant aux équations (13). Chacun de ces deux systemes de va. 
leurs satisfera donc aux deux équations linéaires et homogènes (10) 
et (11), quelles que soient les valeurs des différentielles des variables 
indépendantes satistaisant aux relations (2) et (3). Or, vu la troi- 
sième condition préliminaire du $ 3. on peut choisir ces différen- 
tielles, tout en satisfaisant aux équations (2) et (3), de façon que la 
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matrice du système des équations (10) et (11) soit d'ordre 2, car 
au cas contraire la différentielle du point est nulle Il s'en suit que 
les deux systèmes de valeurs des U; doivent être proportionnels, 
esta fai; 

Considérons maintenant une transformation de contact définie 
au moyen des X, seuls, satisfaisant à la condition de compatibilité 
des équations (13) et appartenant à la classe c!. Dans ce cas, on 
pourra toujours choisir le facteur arbitraire des U, de façon que 
ces fonctions soient continues, mais, en général, on ne pourra pas 
faire les U, de la classe c! Dans tous les cas, il suffit que les X, 
soient de la classe e?!) mais cette condition n’est pas nécessaire. 

Jusqu’à présent, nous avons fait jouer le même rôle aux deux 
groupes de variables indépendantes. mais non aux deux groupes 
de fonctions: X, et U,. Ceci avait lieu à cause du manque de sy- 
métrie de l'équation (11). Cependant, en vertu de l’équation (10) qui 
peut être différentiée, l'équation (11) est équivalente à la relation 
corrélative 


PR STE AE m dO 


qui permet d'appliquer le principe de dualité géométrique à tous 
les résultats obtenus, en échangeant les rôles des deux groupes de 
fonctions. En particulier, nous voyons que l'on peut définir une 
transformation de contact au moyen des fonctions U; seules. Pour 
que les X,, calculés au moyen des U;, puissent être choisis de la 
classe ci, il suffit que les U; soient de la classe c?, mais cette con- 
dition n’est pas nécessaire. L'identité des conditions de régularité 
à imposer aux deux groupes de fonctions apparaît ici bien mieux 
qu’au cas où on emploie les coordonnées cartésiennes. 

$ 5. Substituons maintenant, à la condition m, n +0 du $ 3. 


mn = 0. 


Alors, les équations (13) se réduisent toujours a 4 au plus d’entre 
elles, car, grâce aux identités 


3 
2:50 Zu mem (i=1,2,3) 


km] 


1) C'est-à-dire, admettent des dérivéos partielles du second ordre. 
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ainsi qu'à la relation (1), il existe entre les lignes de la matrice 
(16) deux relations linéaires et homogènes distinctes. Les équations 
(43) sont done toujours compatibles. Par contre, elles n’entraînent 
plus l’équation (10) qui constitue, par suite, une condition supple- 
mentaire. Pour que la transformation (8) soit une transformation de 
contact, il taut donc et il suffit que l’équation (10) soit compatible 
avec le groupe (13), ce qui constitue de nouveau une seule con- 
ditlon. 

Dans certains cas, il y a lieu aussi de considérer des fonc- 
tions homogènes de degré nul par rapport à un groupe de varia- 
bles et non nul par rapport à l'autre. Dans ce cas, comme au cas, 
considéré au $ 3., il subsiste une seule relation homogène et liné- 
aire identique entre les lignes du déterminant (16). La compatibi- 
lité des équations (13) donne donc lieu à une condition, tandis que 
l'identité (10) résulte de ces équations. 

Ce dernier cas peut se présenter en particulier quand les rap- 
ports des différents X, dépendent seulement de l'un des deux groupes 
de variables indépendantes, p. ex. des x,. Dans ce cas, en effet, il 
est le plus simple de faire les X, complètement indépendants des 
w,. Nous avons donc une transformation ponctuelle. On supposera. 
naturellement, 


D (X1, An, X3) 


+ 0 
D(x,. Tą, £3) 


et on déterminera les rapports des U, d'après les équations (13) 
qui sont compatibles car les trois dernières disparaissent. 

On peut appliquer à tout ce que nous venons de dire le prin- 
cipe de dualité en échangeant les rôles des deux groupes de fonc- 
tions ainsi que des deux groupes de variables indépendantes 
A côté des équations ponctuelles, définies par des équations de la 
forme 


(17) NZ, , La, Le), 
on peut donc considérer des transformations des trois types suivants: 
(18) T; = X;(u,) Ua, tig), 
(19) u = U(x1,%,, Ty), 


(20) u, = Ul, Uz, Us). 
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8 6. Il résulte directement de la définition des transformations 
de contact que le produit de deux d'entre elles est encore une 
transformation de contact. On peut aussi le vérifier par le calcul. 
Nous allons maintenant montrer que la transformation inverse d’une 
transformation de contact est aussi une transformation de contact. 
A cet effet, nous supposons les conditions du $ 3. vérifiées. Dans 
ce cas, le raisonnement fait pour montrer que la relation (10) ré- 
sulte des conditions (13) et (1) peut être renversé et, en supposant 
les relations (10) et (13) vérifiées,, nous obtenons la relation (1) 
à moins que 


= e == (. 
Ceci est cependant impossible. En effet, on a toujours 


A F y, 


car au cas contraire, vu les équations (13) la relation (la) en- 
traînerait la relation (11), ce qui n’est pas compatible avec la troi- 
sième des conditions du $ 3. D'ailleurs, en vertu des conditions (13) 
la relation (10) différentiée donne une relation équivalente à la suivante 


Aude, + usdx, + usdx3] + u|zydu, + ządu, + zydu] = 0 


qui, avec l'identité (1a), vu l'inégalité que nous venons de dé- 
montrer, donne (2) et (3), c. q. f. d. 

Comme d’ailleurs le produit de deux transformations de la 
classe c! est manifestement une transformation de la même classe, 
nous voyons que les transformations de contact de la classe! c! dans 
le plan projectif forment un groupe. 
| De ce que nous avons dit, il résulte que l'on pourrait aussi 
considérer les équations (8) comme représentant une transformation 
de coordonnées. En admettant toutes les transformations correspon- 
dant au cas où les X, et U; satisfont a la condition différentielle 
des transformations de contact, nous obtenons une classe plus gé- 
nérale de coordonnées des éléments linéaires du plan projectif. Ces 
nouvelles coordonnées sont liées par l’ancienne condition (1) et les 
courbes satisfont toujours à la même condition (2). 

$ 7. Pour élucider les généralités précédentes, nous traiterons 
brièvement quelques exemples de transformations de contact. L'une 
des plus simples et des, plus souvent employées sous différentes 
formes est la transformation par polaires réciproques. Soit 


266 


3 


> Quit, = 0, 


i,k=] 


PJ 


i,k=] 


| s 
| W wu, == 0, 


avec 
Air = dpi et A= A, 


les équations respectivement ponctuelle et tangentielle d’une conique 
quelconque non dégénérée. Comme on sait, la transformation cor- 
respondant à cette courbe est déterminée par les équations 


| x; = Ánth + Ant + Au CENT) 
(21) | 4 
U 


i = nl + Apt, + Qgl3 > 2 o): 


On vérifie aisément que ces équations vérifient les conditions (13) 
avec 


A=0, u— — À, 


où À désigne le discriminant de l'équation ponctuelle, en supposant 
que l'on ait pris pour coefficients de l'équation tangentielle les mi- 
neurs de À. 

Il est à remarquer que la transformation (21) est à la fois du 
type (18) et (19). Nous allons faire voir que dans la transformation 
la plus générale de ce genre, les X, et les U, sont proportionnels 
a des fonctions linéaires. En effet, soit 


| x; = X (U, , Ug, Ug) (i=1,2,3) 
| u; = U; (24, Ta) Ts) (i = 1, 2, 3) 
une transformation de contact, satisfaisant d’ailleurs aux conditions 
du § 3. Dans le deuxieme groupe d'équations (13) on a néces- 
sairement 
H(Trs To: Lsi Ur, Ug, Us) #0, 


car au cas contraire, ces équations ainsi simplifiées entraîneraient 
la relation 


È DEUX: JE X;) 
22 me RR ESC) 
w, Daga) 


) 
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incompatible avec la troisième condition du $ 3. Cela étant, posons 


Upea) = 
(23) 13 Le Vs 


= (D, Le, Fg; Uy, Ug, Ug). U;(0y, Tą, La; My, un ttg) (È= 1,2, 3). 


Le deuxième groupe des équations (13) devient 


3 
"dX, 
+ DU Ta = 0 (k = 1, 2, 3). 


is] 


En différentiant deux fois ces dernières équations, il vient 


EU, di _ (k, m, n = 1, 2,3 
i — , - —( m, mn = 1, ) 
dx,dxr, du, a im 
j=] 


ce qui prouve, l'égalité (22) étant exclue, que les fonctions U,, U,, Ug 
sont linéaires par rapport à £i, cs, £a. Les U, étant linéaires par 
rapport aux z, et les U, ne dépendant pas des «,, il résulte des 
relations (23) que les U, sont proportionnels à des fonctions liné- 
aires des variables x,,x.,x,. On calculera ensuite les X, et on 
trouvera, à un facteur arbitraire pres, des fonctions linéaires des 
u; ©. q. f. d. De même on trouvera que la transformation projective 
est la transformation la plus générale de la forme (17) et (20) 
à la fois. 

Certaines transformations de contact, quoique métriques, s'ex- 
priment plus simplement au moyen des coordonnées projectives. 
Ainsi la transformation polaire est définie par les relations 


D = — Us, 
Ts = u + wą. 


L'analogie est frappante avec l'inversion: 
Wy = Lie; 
(R) Ta = dad, 
GAZE; 2, 
| T3 ef ri 4- Lay 


cette analogie fait. apercevoir que si l'on envisage encore la trans- 
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formation 


®) 


Va, o U = Zi, Ug = — Tg, 


qui est la transformation par polaires réciproques relative à la 
conique 


xi | 22 — 2 — 0, 
on retrouve immédiatement la relation connue 
E IPA RD. 


$ 8. Exprimée en coordonnées projectives, une équation diffé. 
rentielle prend la forme 


(24) f(X, La, Las Uy, Ug, Ug) = O, 


la fonction f étant homogène par rapport à chacun des deux sys- 
tèmes de variables. Nous considèrerons comme intégrales d’une 
telle équation les courbes (au sens du $ 2) composées d'éléments 
satisfaisant à l'équation (24). 

Pour rechercher la solution d’une telle équation, de même 
qu'on le fait dans le cas classique, nous tacherons de la résoudre 
par rapport à un des deux systèmes de variables, en supposant dans 
tout ce qui suit que la fonction f est de la classe c! dans un cer- 
tain domaine. Si un élément de ce domaine satisfait à l’équation 
24) et si pour cet élément la matrice 


Ti, Tao Ts 
(28) df daf af 
du’ du,” du, 
est d'ordre 2, le système formé par l’équation (21) et l’identité (1) 
est équivalent, d'apres la théorie des fonctions implicites, à un sys- 
tème de la forme 
| u, = pfi (21, Xa, Ts), 
(26) | Us = pfi (21, X3, £s), 
Ug = Pfa (£, Za) Ty), 
les trois nouvelles fonctions étant homogènes du même degré, le 
facteur p étant arbitraire. 


1) Voir: Sophus Lie, Geometrie der Beriihrungstransformationen, darge- 
stellt von S. Lie und G. Scheffers, p. 27—29. 
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Nous appellerons point régulier tout point admettant. une solu, 
tion en %;,U3;%3, du système d'équations (1) et (24), telle que la 
matrice (25) correspondante soit d'ordre 2; si un point admettait 
plusieurs solutions pour lesquelles cette matrice serait d’ordres dif- 
férents, nous parlerions de singularités par rapport à une solution 
déterminée. On peut donc donner la forme (26) à tuute équation 
(24) au voisinage d’un point régulier. 

Parmi les équations (26), grace à la relation (1), l’une d'elles ré- 
sulte toujours des deux autres; si p. ex. z, +0, la troisieme est une 
conséquence des deux premières. Les relations (5) nous permet- 
tent d'en éliminer u,, g, u; en les remplaçant par des combinaisons 
des différentielles dx,, dx,, dr,. Finalement, en éliminant le facteur 
p, nous obtenons une seule équation 


x 


TALE Ti CA A Ci 

ae e alice 
C'est une équation différentielle de la forme habituelle et on vérifie 
facilement que les deux coefficients ne peuvent pas s'annuler à la 
fois dans le voisinage du point considéré, satisfaisant à l'inégalité 
NE UN 

Le théorème classique d’existence s'appliquant au voisinage 
du point considéré, nous avons d’abord une intégrale de la forme 


hi (t), pal); 


T 


ces deux fonctions étant de la classe c?. Soit (t) une fonction ar- 
bitraire de classe c? du même paramètre, non nulle dans l'inter- 
valle considéré et /(#) une fonction analogue mais de classe c'. 
Nous obtenons alors l'expression suivante de l'élément de l'intégrale, 
exprimé en coordonnées projectives: 


| x, = pı (t) - p ($) 
Tę = Pa (t) 2 p(t) 
(28) z; = p(t) 
u=_ pa (t). y (t) 
u = pi (t) . Y (Ë) 
n =(6,06:06 — 6:06 (0) (0) 
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On remarque que l'intégrale est de la classe c2 au point de vue 
ponctuel, mais de la classe cl au point de vue tangentiel. Il faut 
done la considérer comme appartenant à la classe c!. 

Nous avons par suite le théorème suivant: par tout point ré- 
gulier d'une équation, il passe une courbe intégrale de classe c!. On 
constate immédiatement la continuité locale de l’intégrale par rapport 
aux coordonnées du point initial. 

En transformant les considérations précédentes par le principe 
de dualité, nous regarderons comme régulière par rapport à l’équa- 
tion (24), toute droite relativement à laquelle les équations (1) et 
(24) admettent une solution, la matrice 


(29) af af af 
ed cid dai 


correspondante étant d'ordre 2. Nous donnerons alors dans le voi- 
sinage d'une droite régulière à l’équation (25) la forme suivante: 


x 


Tı = p f(u, > Ug, Us), 
Le = pf (u, : Us, Us), 
Zz = p f (Ui, Us, Us), 


p étant un facteur arbitraire et nous trouverons qu'il existe une 
intégrale de l’équation (24) tangente à toute droite régulière don- 
née à l’avance. Cette intégrale est de classe c”, mais son équation 
tangentielle est susceptible d’être présentée au moyen de fonctions 
de la classe c?; d'ailleurs, l'intégrale est localement continue par 
rapport à la tangente initiale. 

$ 9. Nous nous placerons actuellement au point de vue de 
la géométrie des éléments linéaires, se rapportant a l'espace-ensem- 
ble des éléments linéaires de l'espace projectif (pour le moment à 
2 dimensions) et engendrée par le groupe des transformations de 
contact de classe c': Les notions d'élément linéaire et de courbe 
(au sens du $ 2.) ainsi que celle d'equation différentielle de classe 
c! sont des notions appartenant à cette géométrie. Par contre les 
notions de point et de droite en général, ainsi que celle de point 
singulier ou de droite singulière d’une équation différentielle n’y 
appartiennent pas. Nous remplacerons ces deux dernières notions 
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par une nouvelle notion invariante par rapport aux transformations 
de contact, à savoir celle d'élément singulier, en considérant comme 
singulier par rapport à l’équation (24) tout élément vérifiant cette 
équation, mais tel qu'aucune des matrices (25) et (29) ne soit d’ordre 2 
On remarque que cette condition est équivalente à celle que la 
relation 


SD de, + da, + aL - dx ei lij A 


df df 


= du, du + dus dus == 0 


(30) 


soit une conséquence des relations (2) et (3) ou, autrement dit, qu’en 
partant de l’élément en question suivant une courbe arbitraire, on 
ait identiquement 


df = 0, 


ce qui prouve bien que la notion considérée correspond à une pro- 
priété intrinsèque de l'élément en question. Au contraire, tout élé- 
ment vérifiant l'équation (24) et tel en outre que l’une au moins 
des matrices (25) et (29) soit d'ordre 2, s'appellera élément régulier 
de l'équation considérée. 

Nous sommes maintenant en état de formuler le théorème fon- 
damental d'existence comme il suit: Par un élément régulier d'une 
équation différentielle de la classe c! il passe une intégrale et. une 
seule de cette équation. Cette intégrale est de la classe cl, mais 
(à moins qu’on ait à faire à un point singulier ou à une droite sin- 
guliere) on peut choisir le paramètre de façon que, comme fonc- 
tions de ce parametre, soit les x;, soit les w, soient de la classe c?. 
En effet, on n’a qua appliquer, selon le cas, l’un des théorèmes 
d'existence démontrés au $ 8. De meme, en vertu des théorèmes 
trouvés au $ 8., nous pouvons affirmer la continuité locale de Fin- 
tégrale par rapport à l'élément initial. 

$ 10. Le theoreme d'existence précédent permet de retrouver 
très simplement le théorème établi par MM. S. Zaremba et E. Car- 
tan ?), d'après lequel le lieu des points singuliers d’une équation 
différentielle constitue en général le lieu des points de rebrousse- 
ment des intégrales. 


1) Voir la note au $ 1. 


On se rend compte d'abord que les éléments linéaires appar- 
tenant à l'équation considérée, qui correspondent aux points singu- 
liers sont en général des éléments réguliers. Il passe par un tel 
élément une seule intégrale, contrairement à ce qui aurait lieu au 
cas où une intégrale singulière y passerait. 

Remarquons d’ailleurs que les notions du $ 9 ne dépendent 
pas du système de coordonnées adopté. Comme la question en- 
visagée est de nature locale et la loi de dualité n'intervient pas, 
il est avantageux de se servir de coordonnées cartésiennes, Soit done 
f(x, y, p) une fonction de la classe c? et considérons l'équation 


(31) (x, p) = 0. 
La condition de singularité d’un élément devient: 
isa" df 


da 0 dr Eh 


Soit maintenant un point singulier. correspondant à un élément ré- 
gulier. On a donc 


d d 
(82) A o a + 0. 


Par un tel élément il passe une intégrale et une seule de l’équa- 
tion (31). Si l’on différentie cette équation en tenant compte de la 
relation précédente, il vient 


df 


t dr + z "Ah 
ce qui, vu la relation 

dy — pdx = 0 
entre les différentielles, donne 
(33) aa y EW 


En vertu du théorème d’existence du $ 9, on peut choisir le para- 
metre de façon à avoir 


(34) dp + 0. 
En différentiant deux fois l’équation (31), tout en tenant compte 
des relations (32) et (33), on a 
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Ge or pela ii 
Soit 
d?f 
ik 


Les relations (34) et (35) prouvent alors que l'une au moins des 
différentielles secondes dx et d?y est non nulle. On a done au 
point singulier considéré 


dz = 0, dy=0, dp Æ 0, |d*x| + |dîy| +0; 


or ceci caractérise un point de rebroussement, ce que l'on vérifie 
immédiatement en développant les expressions de x et y comme 
fonctions du parametre selon la formule de Taylor arrêtée au 
3-ième terme. 

$ 11. Le théorème d'existence du $ 9 ne nous donne qu’une 
intégrale locale. Supposons cependant que l’équation différentielle 
considérée, toujours de classe c!, soit définie pour tout l’espace des 
éléments linéaires du plan projectif et n’admette aucun élément 
singulier. Dans ce cas l'intégrale est susceptible d’être prolongée 
indéfiniment. Considérons tous les prolongements possibles. Comme 
dans le plan euclidien, on démontre, en vertu de l’unicité locale de 
l'intégrale, que les divers prolongements ne peuvent pas donner 
lieu à bifurcations. En réunissant tous les prolongements possibles, 
on trouve l'intégrale saturée. Il est clair que si deux éléments ap- 
partiennent à une même intégrale, les intégrales saturées corres- 
pondantes sont identiques Deux intégrales saturées sont donc iden- 
tiques ou disjointes. 

Une intégrale saturée ne peut pas avoir d'élément double, 
mais (au point de vue des éléments linéaires) elle peut être une 
courbe fermée ou non. Dans ce dernier cas, supposons-la donnée 
sous forme paramótrique. L’intervalle correspondant au paramètre 
est forcément ouvert, car au cas copntralre on pourrait prolonger 
l'intégrale au-delà des extrémités. Cependant, l’espace des éléments 
linéaires du plan projectif étant compact, à chaque extrémité de 
cet intervalle correspond un ensemble de condensation. Ces ensembles 
de condensation sont, d'après des théorèmes connus d’analysis situs, 
des continus. 

Il est facile de voir que ces continus de condensation sont 
Rocznik Pol. Tow, Matem. T. VIII. 18 
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formés par des intégrales saturées. En effet, soit (C) un de ces con- 
tinus et e un élément arbitraire de ce continu. Cet élément vérifie 
par continuité l’équation différentielle. Il passe donc par lui une 
intégrale saturée, soit (I). Grâce à la continuité locale des intégrales, 
les éléments de (Z) dans un certain voisinage de e sont des éléments 
de condensation de l'intégrale primitive; ils appartiennent donc 
a (C). Considérons la partie commune des ensembles (7) et (O); 
c'est un ensemble formé relativement à (I). Cependant cet ensemble 
ne peut pas avoir de frontière relative sur (I), car on pourrait ap- 
pliquer aux éléments-frontière le même raisonnement que nous ve- 
nons de faire pour e. Il s’en suit que l’ensemble (7) tout entier est 
contenu dans (C), ce qui démontre la propriété annoncée. 

Il semble assez probable que les ensembles de condensation 
considérés soient toujours formés par une seule courbe intégrale 
sous forme de circuit. On obtiendrait ainsi un théorème trés général 
sur l’existence des cycles-limite, mais nous n’avons pas démontré 
ce théorème. 

$ 12. Voici quelques exemples d'équations différentielles défi- 
nies pour tout l’espace des éléments linéaires et n'admettant pas 
d'éléments singuliers: 

Ex. I. Soit d’abord l’équation 


(36) Lilo — Lay = 0. 
Elle possède un seul point singulier et une seule droite singuliere: 
De da S PC ONE MII 


tels que tout élément composé avec ce point ou avec cette droite 
satisfait à l'équation. Cette symétrie ne doit pas nous étonner, puis- 
que la transformation par polaires réciproques relative à la conique 


24 + aż + 23=0 


transforme l'équation considérée en elle-même et permute les deux 
singularités. On trouve facilement l'intégrale suivante, 


(37) Mt + 23) + ue = 0, 


A et „ étant deux paramètres dont le rapport représente la cons- 
tante d'intégration. Toutes les intégrales sont des courbes fermées. 

Ex. II. Il suffit cependant de modifier légèrement l'équation 
(36) pour changer profondément la disposition des courbes inté- 
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grales. En effet, soient r, et r, deux nombres vérifiant les inégalités 
LES 


et soit f(x,,x,, 13) la fonction définie par la formule 


UCZE: z) = VEH B — na)" Wika ona) 
13 Wo, Ca se 


lorsque 
rit = Ja; + x = ts 


et nulle pour les autres systemes de valeurs des variables indé- 
pendantes 
L'équation 


Cyu, — Lyth — f (X1, da, Ty) Ug = 0 


admet les intégrales définies par la formule (37), mais seulement 
pour les valeurs des paramètres satisfaisant à l’inégalité: 


(38) 13 -Hu>0 on A+ u<0. 
Les autres intégrales sont données par la formule 
(39) X = r cos O, x, = r sin O, 1, = 1 


avec 


2 RE 1 1 1 
= | | Da zał EJ | 
8 (re = RS 05 (- — r (7a — fi je r— r "p Fr) - C. 


c étant la constante d'intégration et r étant le paramètre qui varie 
entre 7, et r Nous ne citons pas les équations tangentielles des 
intégrales, qui sont un peu plus compliquées, mais faciles à obtenir 
quand on possède les équations ponctuelles. 

Les intégrales (39) sont visiblement des espèces de spirales, 
contenues entre les intégrales de la forme (37) qui ont pour para- 
mètres respectivement 


1, a “ij et b — Toy 


et admettent ces deux intégrales comme cycles-limite. L’équation 
considérée admet donc des intégrales de chaque espèce en nombre 
infini, mais il y a deux cycles-limite communs à toutes les courbes 
intégrales ouvertes. 

18° 
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Ex. IlI. Considérons l’équation: 
vivi + ©) _ 
+ + aż)? 
Nous avons donc tout de suite comme intégrales le point (0:0:1) 


et la droite x, = 0. Ce sont les cycles-limite communs à toutes 
les autres intégrales qui s'expriment par la formule (39) avec 


1 
PIER 


UX — UT + Us 


0==r — + e, 
c étant la constante d'intégration et le paramètre r variant dans 
l'intervalle ouvert (0, + co). 

Ex. IV. L’équation 


(40) U,t3X3 — UqTyXCz + WT + 2) = 0 

a encore le méme point singulier que l’équation (36). Ce point sin- 
gulier fournit une intégrale qui est la seule intégrale fermée de 
l'équation. On prévoit done que ce sera le cycle-limite commun aux 
deux extrémités de toutes les autres intégrales. En effet, celles-ci 
sont données par les formules 


2 


IR 


ta = SIN |C— zj 


Cz = Í 


U, = sin ete COS (oe) 


| enni me je 
ect + ¢? sin de =D 
u=— À, 


c étant la constante d'intégration et le paramètre t variant de — oo 
à + co. Les courbes intégrales sont des espèces de spirales qui 
commencent au voisinage du point (0:0:1), le contournent une in- 
fiinité de fois, coupent la droite à Pinfini et de nouveau tendent 
asymptotiquement vers le même point en le contournant une infi- 
nité de fois. 
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Ex. V. Considérons enfin la transformée de léquation (40) 
selon le principe de dualité, c'est-à-dire équation suivante: 


L, Ugly — Tajug + La (ui + u3) = 0, 


dont les intégrales se déduisent selon le même principe des inté- 
grales de l'équation primitive. Leur disposition n'est donc pas chan- 
gée au point de vue de la géométrie des éléments linéaires. Actu- 
ellement, c'est la droite à linfini qui constitue le cycle-limite. Cha- 
cune des autres intégrales est une espèce de spirale. Ces spirales, 
sans jamais pénétrer à | intérieur du cercle 


zi + vi — 2 az = 0, 


atteignent chacune ce cercle pour £ = 1 et pour t = — 1 etadmettent 
les points correspondants pour points de rebroussement. Chacune 
des spirales considérées coupe la droite à linfini pour t = 0 et la 
rejoint asymptotiquement aux deux extrémités en tournant une in- 
finité de fois autour du cercle dont nous venons de parler. 


Les familles de fonctions entières normales 
par rapport a un type de croissance. 


Par 


M. Paul Flamant (Strasbourg). 


Introduction. 


Dans l'étude des transmutations linéaires des fonctions d'une 
variable complexe), j'ai attaché à chaque fonction considérée un 
nombre positif appelé norme qui peut être défini de différentes ma- 
nières. Tantôt, quand les fonctions considérées sont holomorphes dans 
un domaine, je prends pour norme le module maximum dans ce 
domaine; tantôt, quand il s’agit de fonctions entières, je prends la 
borne supérieure du rapport du module maximum dans le cercle 
de rayon r à une fonction donnée -t(r) appelée type de croissance. 
J'ai été ainsi amené à constater une analogie assez profonde entre 
les ensembles suivants de fonctions 


holomorphes entières 

‘ également bornées dans un do- dont le module maximum est 

maine fermé inférieur à une fonction dé- 
terminée de r 

continues dans un domaine fer- appartenant à un type de crois- 
mé et holomorphes à l’inté- sance £(r) 
rieur 

holomorphes dans un domaine appartenant au type ź(sr) quel 
ouvert | que soit s> l 


1) P. Fiamant, La notion de continuité dans l'étude des transmutations 
distributives des fonctions d'une variable complexe et ses applications (Bul. des 
Sc. math., 2° série, t. 52, Paris 1928, 1° partie) ch. II, p. 41—48 et 79—84. 


279 


C'est cette analogie qui m'a conduit à construire la présente 
théorie des familles normales de fonctions entières, en partie cal- 
quée sur la théorie des familles normales de fonctions holomorphes. 
Seul, le critere relatif aux valeurs exceptionnelles présente une 
grande différence avec celui de la théorie classique. 

J'ai donné deux définitions de la convergence uniforme vers oo. 
La première (par répulsion) rappelle la définition classique pour les 
fonctions holomorphes. J'avais formulé la seconde (par entraînement) 
a priori, parce qu'il me paraissait désirable qu'une suite aussi simple 
et régulière que (x) +» qui tend vers co avec n fût regardée 
comme convergeant uniformément; cette définition s’est ensuite ré- 
vélée utile pour le critère relatif aux fonctions dérivées. 

J'ai ajouté en note une étude de cette convergence par en- 
traînement, qui n'est pas nécessaire pour l'intelligence du mémoire 
proprement dit. 

Les résultats les plus saillants du présent travail ont été com- 
muniqués à l'Académie des Sciences de Paris dans sa séance du 
26 mars 1928 !). 


I. Définitions. 


1. Type de croissance et Norme. — Appelons fype de croissance 
une fonction positive d'une variable positive r, croissant constam-. 
ment et indéfiniment, plus vite que toute puissance de r. 

Soit $(x) une fonction uniforme de la variable complexe x, 
au sens le plus général, c'est-à-dire un nombre complexe associé 
a chaque valeur de x sans aucune condition de continuité ni de 
monogénéité. Nous dirons que (x) appartient au type de crotssance 
t(r) si, en posant |x| = r, le quotient |g(z) |:t(r) est borné pour 
toutes les valeurs de x. La borne supérieure de ce quotient sera 
appelée la norme de p(x) par rapport t(r) et notée |p(x)| ou | gl. 
De là résulte l'équivalence des deux inégalités 


b zm 
et 
i p (x) | Z mt(r) 
quel que soit x. 


1) P. Flamant, Sur une notion analogue pour les fonctions entières 
à celle de famille normale pour les fonctions holomorphes (Comptes rendus de 
l'Acad. des Se., t. 186, Paris 1928) p. 886—838. 
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Quelles que soient les fonctions $ et y et la constante a, on 
a l'inégalité et l'égalité 


(1) lb+YIZIelFIWI lapl=lal.lé 


La notion de norme, qui ne sera appliquée en fait qu'à des 
fonctions entières, peut être utilisée avant que le caractere de fonc- 
tion entière ne soit établi, comme on va le voir immédiatement. 

Les polynomes en x appartiennent à tous les types de crois- 
sance d’après la rapidité de croissance qui est imposée à ces der- 
niers par définition. 

2. Convergence uniforme par ragport à t(r). — Convergence vers 
une valeur finie. — La suite des fonctions $,(x) converge vers (x) 
uniformément par rapport à t(r) si les différences æ,(x) — (x) 
appartiennent à #(r) et si leurs normes tendent vers 0. 

L'inćgalitć 

6,3) — 9(2)| Kg. plti) 


montre que, dans tout domaine fini, $,(x) tend uniformément (au 
sens classique) vers (x); par suite, si les $,(x) sont des fonctions 
entières, (x) est aussi une fonction entière, et si les $, (x) appar- 
tiennent à #(r), il en est de même de (x). Ce sera toujours le cas 
dans les exemples qui suivront. Grâce à l’inégalité (1), on voit que 
pl tend vers |$|; en particulier, les |ġ„] sont bornées. 

À un domaine fini donné correspond, à cause de la conver- 
gence uniforme classique, un rang à partir duquel $,(x) a, dans 
ce domaine, autant de zéros que $(x); par suite, si les fonctions 
pA(x) ne sannulent pas, la fonction limite œ (x) n’a pas de zéros 
ou bien est identiquement nulle. L'existence d'une valeur exception- 
nelle a commune à toutes les b,(x) entraîne une propriété analogue. 

Supposons maintenant que chaque g$,(x) ait une valeur ex- 
ceptionnelle a,; dans le cas simple où ces a, tendent vers une li- 
mite finie a, les fonctions $,(x) — a, tendent vers (x) — a unifor- 
mément par rapport à t(r), car d’après les formules (1): 


| (Da — a.) — (p — a)| = |(p, — p) + (a — a)l< 
lp. — pl+la—a=|ip—pi+la—a,l.il}; 
done (x) ne prend pas la valeur a ou se réduit à la constante a, 


Dans le cas où les a, ont plus d’une valeur d'accumulation finie, 
soient a’ et a” deux valeurs d'accumulation finies et distinctes; la 
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considération d'une suite partielle tendant vers a’ montre que (x) 
admet la valeur exceptionnelle a’ ou se réduit à la constante a; 
la considération d'une suite partielle tendant vers a” montre que 
(x) admet la valeur exceptionnelle a” ou se réduit à la constante 
a”; de là résulte que si (x) ne coïncide avec aucune des deux 
constantes a’ et a”, elle admet ces deux nombres comme valeurs 
exceptionnelles finies et se réduit par suite à une autre constante. 

3. Convergence vers oo par répulsion. — Soit une suite de fonc- 
tions entières D,(x) ayant chacune une valeur exceptionnelle finie a,, 


les fonctions 
1 


Pa (2) — a, 


sont des fonctions entières ayant la valeur exceptionnelle 0; si cha- 
cune des deux suites ayant pour terme général |@,| et |a,|.|0,{ 
tend vers 0 pour x infini. p,(x) tend vers co avec n pour toute 
valeur fixe de x. En effet, on a 


6, (x) = 


10,(x), S10,16(r) 


et par suite 


PO RE EE: 


L'inégalité 
Pr (x) | > pn (x) e a, | sai la, | 


entraîne a fortiori 


1— |a,|-[8,/t(7) 


| | 1 
Pa) 2 ryb) 7 |= |6.t(7) 


quì justifie la conclusion annoncée. Nous dirons alors que $,(z) tend 
vers co par répulsion uniforme par rapport à t(r). On peut réunir 
les deux conditions en un seul énoncé en assujettissant le produit 
(1 + |a,|)|0.| à tendre vers O. 

Exemple. — (x) étant une fonction entière ayant la valeur 
exceptionnelle 0, la suite 


Pa (2) = map (€) + Pn 


tend vers co par répulsion uniforme par rapport à tout ‘type de 
croissance auquel appartient 1:@(x) si m, et m,:p, croissent in- 
définiment, 
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4. Convergence vers co par entraînement. — Si à chaque fonc- 
tion p,(x) d'une suite donnée, on peut associer un nombre b, ten- 
dant vers oo avec n et tel que le quotient |, —b,|:|b„| tende 
vers 0, $,(x) tend vers co avec m pour toute valeur fixe de x. En 
effet, posons pour abréger l'écriture 


(Pn — dal 


airna 


ou 
Pr — bn| = n bn) 

d’où résulte 
| Dn (x) — da Sg Bb„it(r). 


Nous avons d'autre part 


Prix) 2 b, — | pa (2) — bn! 
et, a fortiori 


(2) ba | — ga lba E) = [bni -EL — gt) 


qui démontre le fait énoncé. Nous dirons dans ce cas que œ, (x) 
tend vers co par entraînement uniforme par rapport à t(r). 

Exemple. — (x) étant une fonction entière quelconque, la suite 
pa (c) = m,p(x) + p, tend vers co par entraînement uniforme par 
rapport à tout type de croissance auquel appartient $(x) si p, et 
Par: M, croissent indéfiniment. 

5. Famille normale par rapport à t(r). — Une famille de fonc- 
tions entières est normale par rapport au type de croissance é(r) si: 

1° toute fonction de la famille appartient à t(sr) quel que 
soit s > 1; 

2° de toute suite infinie de fonctions de la famille, on peut 
extraire une suite partielle tendant vers une fonction entière ou 
vers oo et dont la convergence soit, pour tout s > 1, uniforme par 
rapport à ź(sr) à l’un des trois sens précédents. 

Pour que cette seconde condition soit réalisée, il suffit que, 
une suite de fonctions de la famille et un nombre s > 1 étant don- 
nés, on puisse extraire une suite partielle uniformément convergente 
par rapport à t(sr). En effet, soit ($) une suite donnée de fonctions 
de la famille; prenons une suite de nombres décroissants et ten- 
dant vers 1: s; > Są > '.. > 8, >...., la connaissance de s, permet 
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d’extraire de ($) une suite partielle ($,) dont la convergence soit uni- 
forme par rapport à ł(s;r); la connaissance de s; permet d'extraire 
de (6,) une suite partielle ($,) uniformément convergente par rap- 
port a é(s,r), et ainsi de suite. Le procédé diagonal!) permet de 
former une suite ($°) qui soit extraite de ($,) quel que soit n; sa 
convergence est alors uniforme par rapport à #(s,7); comme tout 
nombre s > 1 est supérieur à quelqu'un des s,, la convergence est 
aussi uniforme par rapport à ź(sr). A priori. une difficulté pourrait 
se présenter lorsque ($,), et par suite toutes les ($,), tendent vers oo; 
la convergence pourrait être uniforme tantôt par répulsion et tantôt 
par entraînement; mais il suffit de remarquer que l’un au moins 
de ces modes de convergence se présente une infinité de fois et de 
se restreindre aux s, et ($,) correspondants. 

On pourrait songer à employer comme type de croissance une 
fonction de r, = |x — a|; nous allons voir que la généralisation ainsi 
obtenue serait purement apparente. En effet soit un nombre s> 1, 
insérons un nombre s” entre s et 1: 


less; 
l'inégalité 

ra >r — |a| 
entraîne a fortiori | 

sv => S'Y 
des que 
s(r — |a|) 287 

c'est-à dire 

=, slal 

sa s— s 


le quotient t(s'r):t(sr,) est une fonction continue de la position du 
point z et le dénominateur ne s'annule pas, il atteint done sa borne 
supérieure qui ne peut étre que finie. Désignons par m cette borne 
(qui est déterminée par a, s et s”), nous avons établi les inégalités 


1) Cf. p. ex. P. Montel, Leçons sur les familles normales de fonctions 
analytiques et leurs applications, Paris, 1927, p. 15—17. 
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(Sr) E873) t (sr) Zmt(sr,) 
respectivement à l'extérieur et à l’intérieur du cercle, la seconde 
est valable partout car m est nécessairement plus grand que 1; il en 
résulte que toute fonction $ (x) appartenant à #(s’r) appartient à t(sr,) 
et que 


(2) Pla |P] 


m étant indépendant de la fonction æ, la convergence uniforme par 
rapport à £(s'r) entraîne la convergence uniforme par rapport à #(sr.). 
Il y a identité entre famille normale par rapport à é(r) et famille 
normale par rapport à t(r.). 


II. Familles normales sans limite infinie. 


6. Definitions. — Famille bornée par rapport à t(r). Nous dé- 
signerons ainsi une famille de fonctions entières appartenant à #(r), 
dont les normes par rapport à ź(r) soient bornées supérieurement. 

Famille presque bornóe par rapport à t(r). — Nous nomme- 
rons ainsi une famille bornée par rapport à t(sr) quel que soit 
s > 1. Une famille bornée est a fortiori presque bornée. 

Par suite de l'inégalité (2), une famille bornée par rapport 
a t(sr) est bornée par rapport à t(sr,). Le fait pour une famille 
d’être presque bornée soit par rapport à #(r), soit par rapport à t(r,) 
est le méme. 

7. Théorème. — Pour quune famille de fonctions entières soit 
normale par rapport à t(r) sans admettre co parmi ses fonctions li- 
mites, il faut et il suffit qu'elle soit presque bornée par rapport à t(r). 

Soit une famille presque bornée par rapport à (r) et s un 
nombre plus grand que 1. Insérons un nombre s' entre 1 et s; soit 
m un nombre supérieur à toutes les normes par rapport à t(s'r). 
Le calcul des coefficients de Mac-Laurin par l'intégrale de Cauchy 
donne les inégalités 


LAES MELET) NSA de 
r” (s'r)” 
Remplagons la dernière fraction par sa borne inférieure qui 
est l’inverse de u, = |x”| prise par rappport à {(r); nous avons 


ms” 


(3) a, S 


n 
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Pour chaque valeur de n, les coefficients a, de toutes les fonc- 
tions de la famille sont bornés en module. Une suite infinie d’entre 
eux admet donc toujours au moins une valeur d’accumulation sa- 
tisfaisant à la même inégalité. valeur qui est la limite d'une suite 
extraite de la premiere. 

Soit °, g!,..., b”,... une suite de fonctions de la famille. La 
suite de leurs termes constants ag, a5,...,a5,... admet une suite par- 
tielle que nous noterons af, ai", ag °,... tendant vers bọ. Considérons 
la suite des coefficients de x des fonctions correspondantes: af, a”, 


a; *,...; elle admet une suite partielle que nous noterons af, af', af", 
ay *,..., tendant vers b,. La suite des coefficients de x? correspon- 
dants ar, a, az ',a; ',..., admet une suite partielle a%, a3', aĝ’, a3”, ..., 
tendant vers b,, et ainsi de suite. Le procédé diagonal permet de 
former une suite d'indices %9, n, 144, -.., npe.. telle que pour chaque 
terme æx*, les coefficients aj, aę' af. .... azr,... tendent vers b,. Po- 
sons alors 


W (x) = ba, + bix + ber? +... + bet. 
Ecrivons pour évaluer la norme relative à t(sr): 
$* (a) — y (1) — (ato — ba) + (ate — b) +... + (ate — ba) a + 
POr E RA e AR. 
Pour chacune des dernières parenthèses, nous avons 


jap ta F aY HS al AEH ler, A 


En tenant compte des inégalités (3) et des égalités (4) |2*| =? éta- 


blies ailleurs '), nous obtenons 


[ae et + a KA MT + <m J | az m AZ: = 
"p à (- | asa 
s' h+1 
or 
ENI 
= 7 
1 2% 
s 


et 


) P. Flamant, loc. cit. note de la page 278, p. 82. 
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le! h+1 
mn (5) 
| brp | taj 2199 pia | = Mia 
1 W 
S 


s et s une fois fixés (s determine m), h peut être pris assez grand 
pour que ces quantités soient arbitrairement petites; h ainsi fixé, 
considérons la première partie 


(ate — ba) + (a — ble +...+ (ap — bha < 
air — del.K1]+|afr —b,|.ix| +...+ laz — di] le] 
ou d’après (4) 


u, 


U 
gl! 


| asp — bo | w + air — b, | +...+ |a — b, 


s 
somme d'un nombre fixe de termes dont chacun tend vers 0 pour 
p infini d’après la formation de la suite n,; somme qui, pour p suf- 
fisamment grand, devient done arbitrairement petite. Il est ainsi 
établi que, par rapport à t(sr), |p"r (x) — W(x)! tend vers 0 pour 
p infini; la famille est donc bien normale d'après la remarque faite 
au n° 5, après la définition. 

Nous allons maintenant établir la proposition contraire. Dire 
d’une famille qu'elle mest pas presque bornée par rapport à t(r), 
c'est dire que, pour au moins une valeur s > 1, elle n’est pas bor- 
née par rapport à t(sr). Des lors, de l’ensemble des normes par 
rapport à {(sr), nous pouvons extraire une suite de nombres crois- 
sant constamment et indéfiniment; les fonctions auxquelles ces normes 
appartiennent forment une suite g,$?,..., b”,... dont toute suite 
partielle possède le même caractère (normes croissant constamment 
et indéfiniment); done aucune suite partielle ne peut tendre vers 
une limite finie (n° 2). Si la famille est normale, la suite en que- 
stion ne peut avoir que co pour limite. 

8. Pour qu'une famille normale n'admetie pas co parmi ses fonc- 
tions limites, il faut et il suffit que les valeurs numériques prises en 
un point par toutes les fonctions de la famille forment un ensemble 
borné. 

La condition est nécessaire, car si en un point les valeurs 
numériques ne sont pas bornées, on peut former une suite de va- 
leurs tendant vers co, toute suite extraite des fonctions correspon- 
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dantes tend en ce point vers oo; si la famille est normale, une 
telle suite convergente a pour limite oo. 

La condition est suffisante, car si les valeurs numóriques en 
un point sont bornées, toute suite convergente de fonctions de la 
famille, tendant en ce point vers un nombre fini, a pour limite une 
fonction entière. 

9. Famille des dérivées. La famille des p(x) étant presque bor- 
née par rapport à é(r), nous avons pour s > 1 l'inégalité 


| b (x)| m(s)t (sr). 
Dans l'expression d'une dérivée par l’intégrale de Cauchy 


È n! f p(e)dz 
6") = gi | © sh 


c 
prenons pour contour d'intógration un cercle de centre x et de rayon 
l; en posant |x|=r, nous avons sur ce cercle |2|Zr--l. Nous 
pouvons alors écrire, en employant un nombre s” compris entre 1 et s 


| p™ (x)| =" m (8°) Le (CZĘ O} 
Nous avons d’ailleurs 
s(r4/)<sr pour r> z i 


et pour les valeurs plus petites de 7, nous avons 


ss’ l 


Mp 


Nous avons donc, suivant le cas, l’une des inégalités 


di 
n!m(s)t = ; 
e < 0200 |9” (a) T) 


Į" 


que nous remplacerons par une seule, gràce à la croissance de la 
fonction t(r): 


|p” (x)| Z O t (sr) >) 


1) Le choix le plus avantageux de /, étant donnés $ et s’, conduit 

à l'inégalité 
nm (8°) 4 
z) ten) 


polko 
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ce qui exprime que la famille des dérivées d'ordre n est bornée 
par rapport à t(sr). 

Si une famille de fonctions entières est presque bornée par rap- 
port à t(r), la famille des dérivées d'un même ordre est aussi presque 
bornée par rapport à t(r). 

D'apres la même inégalité, la convergence uniforme par rap- 
port à é(sr) quel que soit s > 1 s'étend aux dérivées de même ordre. 

Prenons maintenant une famille de fonctions dont les dérivées 
forment une famille presque bornée par rapport A #(r) et dont les 
valeurs numériques en un point forment un ensemble borné. On 
peut supposer que ce point est l'origine, l'emploi des types de crois- 
sance t(r) et t(r,) étant équivalent. Nos hypothèses se traduisent 
par les inégalités: 


| p (0)| < mo |p (z) |< m(8)t(sr) 


valables pour toutes les fonctions de la famille. Il en résulte: 
|p(e)|= m + m (8) | tisr) ar 
U 
ou, par un changement de variable 
m (s) r 
|pix)| Z m +77 (Mar 
0 


En désignant par m, (s) le plus grand des deux nombres m, 
et m(8):8, nous avons 


(pæ) > (s) f + f: (r) dr 


La famille des (x) est donc presque bornée par rapport au type 
de croissance 


h(r) = | + fto). 


Ce résultat se généralise immédiatement en supposant la fa- 
mille des dérivées n” presque bornée, et les valeurs numériques 
en un point des fonctions et des dérivées jusqu’à l'ordre n — 1 
bornées (le point peut varier avec l'ordre de dérivation). 
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La propriété subsiste en remplaçant partout presque bornée 
par bornée. | 
10. Famille des differences finies. — Posons 


A, (x) == p(z | h) =“ (x) et A; = A,A, °.. A, (n fois). 
J'ai établi!) pour une fonction œ (x) appartenant à un type de crois- 
sance £(r) l'inégalité 


ni (1 +) t(r + 24 nh') 

T 
(ES 
où r= |x|, h =|h|, et Z est un nombre positif arbitraire, étant 
prise arbitrairement dans une famille presque bornée par rapport 


a t(r), prenons 2 nombres s > s' > 1, et utilisons le type de crois- 
sance £(s°r), |p| Sm(s'), d'où 


m(synth (1 Sr 
A a) |< A 


Comme précédemment, 


s(r+l--nh)<sr pour 


SAL CESE 5) 


Waals (Z + nh) 


8 — s' 
et 
(bt nh) < ta) ZE ) pour pe ar p ) 


de sorte que nous pouvons écrire, quel que soit r: 


m (8°) nl h” (i +e E rt 


FEO) t(sr) 


|Aip(æ)| < 
Si nous imposons à h’ une borne supérieure, l, s, et s étant 
fixes, l'inégalité est du type 


| Ag (x)| = kt(sr). 


Les diffórences finies d'un móme ordre, relatives à des accrots- 
sements h bornés en module, forment comme les fonctions elles-mêmes 
une famille presque bornće par rapport a t(r). 


1) P. Flamant, Le développement d'une transmutation linćaire par rap- 
port 4 la différentiation finie (Rendiconti del Circ. mat. di Palermo, A paraitre), 
ch. II, formule (2). 

Rocznik Pol. Tow. Matem. T. VII 19 
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Pour la différence première, en mettant à part le facteur h 
du numérateur, nous avons 


(5) | Arp (x) | = kih't(sr) pour |h|<a 


qui exprime légale continuité des fonctions (x). Cette égale conti- 
nuité est uniforme, non pas au sens ordinaire, mais par rapport 
à t(sr) quel que soit s> 1. 

Réciproquement, supposons une famille de fonctions également 
continues par rapport à #(r), en ce sens que, pour toute fonction 
de la famille, l'inégalité 

|h | Za 


| Aso (©) | < bt (r) 


La considération du quotient A,p(x):h comme fonction de 
h holomorphe meme pour k = 0, montre que lon a aussi 


suffise à entraîner 


(6) Apla)| lelto) 


qui est de forme analogue a (5). Si l'on suppose en outre que les 
valeurs numériques de toutes les fonetions de la famille en un 
point forment un ensemble borné, on peut en conclure que la famille 
est bornée par rapport à un certain type de croissance, soit en ti- 
rant de (6) une inégalité relative aux dérivées, soit par raisonne- 
ment direct en jalonnant la portion de droite (0|x) par des points 
distants de a. 

On aurait un résultat analogue pour des familles presque bor- 
nées, et une généralisation pour les différences n”*. 


III. Critères de familles normales. 


11. Critère relatif aux dérivées. — Etant donnée une famille 
de fonctions, si la famille des dérivées est presque bornée par rapport 
au type de croissance t(r), la famille donnée est normale par rapport à 


(7) =1+ fé 


En effet, soit une suite de fonctlons de la famille; on peut 
d'abord en extraire une suite partielle formée des «,(x) dont les 
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valeurs numériques à l'origine tendent vers une limite unique, finie 
ou infinie. Si cette limite est finie, la suite partielle constitue une 
famille presque bornée (n°9), donc normale; elle admet donc une 
suite partielle uniformément convergente. Si la limite est oo, les 
fonctions p,(x) — p,(0), qui ont les mêmes dérivées et s'annulent 
a l'origine, constituent une famille presque bornée; leurs normes 
|b„(r) — g„(0)| prises par rapport à t,(sr),s > 1, sont bornées; 
comme les nombres $,(0) tendent vers oo, les fonctions $,(x) ten- 
dent vers co par entraînement uniforme par rapport à £, (sr) (n° 4) 
12. Lemmes relatifs au module des fonctions entières sans zéro. 
Considéront une fonction entière sans zéro, prenant la valeur 1 pour 
= 0 et dont le module soit limité supérieurement par une fonc- 
tion connue 


(7) CASSA 
Celle des fonctions +) log $(x) qui s’annule avec x 
à l'inégalité 


, Satisfait 


A log $ (z) = L | $(x)| £ Lf (r), 


d’où nous concluons *) 


log p(a)}< LE ife +) 


quel que soit le nombre positif l, ou en posant /= kr 


log pla) <2(1+7) 2/1 + Br] 


Il en résulte en particulier 


/ 


Liga) = A log pla) > —2(1 +7) LI + DA 
d'où 
lb) Sr + kryet) 


c'est-à-dire, en inversant 


(8) 2 


26 ZA + erhi) 


1) log désigne le logarithme d'un nombre cemplexe, L le logarithme réel 
d'un nombre positif, & signifie partie réelle. 

2) Cf. p. ex. G. Valiron, Fonctions entières et fonctions méromorphes 
d'une variable (Mémorial des Sc. math., fasc. 2, Paris 1926) formule (9), p. 4. 


19% 
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Considérons maintehant une fonction entière sans zéro appar- 
tenant au type de croissance t(r) 
(9) 102) <|0|t» 


Lafonction 0(x):0(0) qui prend la valeur 1 a Porigine, satisfait 
a Pinégalité 


de la forme (7) d'où l'inégalité de la forme (8): 


5 a [ELU [A + kr] 
|0(0)| 

1 

TOR 


qui s'écrit encore 
LOFT 
| 9(0) +4 


1° Si la fonction entière sans zéro 0(x) appartient au type de 
croissance t(r), la fonction 1:6(«) appartient au type de croissance 


t (k, r) = A+ rt. 
Pour une famille de telles fonctions, nous aurons, moyennant 
les hypothèses 


(10) dti [1 + k)r]}+% 


1 
lalm OS >o, 
l'inégalité, applicable à toutes les fonctions de la famille 
| |< mhEphr tlk, r) 
O(x) RS eo p JE 


2° Sì une famille de fonctions entieres sans zćro est bornee par 
rapport à t(r), et sì les valeurs numériques à l'origine (ou en un 
même point) sont bornées inférieurement en module, la famille des in- 
verses arithmétiques est bornée par rapport à t(k, r). 

En remplaçant r par sr, s > 1, et en supposant m fonction de s, 
on voit que l'énoncé subsiste en remplaçant bornée par presque bornée. 

13. Première propriété des familles normales. — Si une suite infi- 
nie de fonctions appartenant à une famille normale par rapport à t(r), 
converge pour chaque valeur de x vers une limite finie, sa convergence 
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est uniforme par rapport à t(sr) quel que soit s> 1, et par suite 
la limite est une fonction entière appartenant è #(8r). 

Soient qy (r), b; (x), ..., la suite en question et f(x) la limite 
sur laquelle on ne suppose rien au point-de-vue monogénéité. Nier 
l’uniformité énoncée, c’est affirmer que pour au moins une valeur 
de s œ 1, la suite des |, — | prises par rapport à #(sr) ne tend 
pas vers 0, ou qu'une infinité de ces normes sont supérieures à un 
nombre positif fixe. La famille étant normale, la suite correspon- 
dante admet une suite partielle convergeant uniformément, et dont 
la limite ne peut être que $(x), il y a done contradiction. 

14. Critères relatifs aux valeurs exceptionnelles. — Soit une 
famille de fonctions entières (x) ayant chacune une valeur ex- 
ceptionnelle a; nous leur associons les fonctions 


1 
UE (al -Fa' 
fontions entieres sans zéros. 

Si l'ensemble des valeurs exceptionnelles est borné, et si la fa- 
mille des 0(x) est presque bornée par rapport à un type de crois- 
sance t(r), la famille des p(x) est normale par rapport au type de 
croissance 


t(k,r) =$t[(1 + k) rt: | (k constante positive) 


Tout d'abord, d’après le lemme (n° 12, 1°), chacune des fonc- 
tions $ (x) — a appartient à t(k, sr), et par suite (x) également. 

Etant donnée une suite de fonctions (x), on peut en extraire 
une suite partielle $,(x) dont les valeurs exceptionnelles a, tendent 
vers une limite a. La suite des fonctions correspondantes @,(x) ad- 
met une suite partielle 0, (x) uniformément convergente puisque la 
famille des 0(x) est presque bornée et par conséquent normale par 
rapport à £(r), Les 8, (x) admettant la valeur exceptionnelle 0, leur 
limite admet la même valeur exceptionnelle ou bien est la con- 
stante O (n° 2). 

Envisageons d’abord ce dernier cas: |0,,| prise par rapport 
a t(sr) tend vers O pour q infini; #(k,sr) étant plus rapidement 
croissante que #(sr), il en est de même en prenant la norme par 
rapport à t(k,sr); a, tendant vers une limite finie, le produit 
|a |-|63,| tend aussi vers 0; donc, par definition (n° 3), Pr, (2) 
tend vers co par répulsion uniforme par rapport à t(k, sr). 


Examinons maintenant le cas où On, (z) tend vers une fonc- 
tion entière sans zéro w(x); pour chaque valeur de x, 


1 
ZACZ "Fa Qna I g (x) 
"ig 


tend vers 
1 
pe AD RTE 
Y (x) "= w (©) z 
Par rapport à n'importe quel type de croissance, 
|= 1 le «l 
Pay — W | Sa —a|.|1|-| 8, | 


Le premier terme tend vers 0 pour çq infini, donc la convergence 
de $, (x) vers y(x) est uniforme des que celle de 1:6, (x) vers 
l : w(x) Pest. La famille des 6, (x) est presque bornée par rapport 
q 

a t(r) d'apres l’hypothese générale faite sur les 0(x); d'autre part, 
6, (0) tendant vers w(0) qui n’est pas nul, ces valeurs sont bornées 
inférieurement; d’après le lemme (n° 12, 2°), la famille des 1: 0n, (0) 
est presque bornée par rapport à ż(k,sr); et enfin, d'après le lemme 
(n° 13), la convergence de 1:8, (x) vers 1:w(x) est uniforme par 
rapport à #(X,sr); le théorème est donc établi. 

15. Ce théorème peut étre généralisé de manière à englober 
des cas où l’ensemble des valeurs exceptionnelles n’est pas borné. 
D'une suite donnée de fonctions (x), on commence toujours par 
extraire une suite partielle dont les valeurs exceptionnelles tendent 
vers une limite; si cette limite est finie, ce qui précède s'applique; 
il reste à voir moyennant quelle hypothèse on pourra conclure dans 
le cas de la limite infinie, la seule conclusion simple pouvant être 
que ,(x) tend uniformément vers oo. 

D'après la définition (n° 3), $,(x) tend vers co par répulsion 
uniforme par rapport à é(sr) [et a fortiori par rapport à t(k,sr)] sì 
On| et |a,|.|8,| [normes relatives à #(sr)] tendent vers 0; comme 
a, tend vers co, le second fait entraîne le premier. En désignant 
par f(u) une fonction constamment et indéfiniment croissante de la 
variable positive u, il suffit de supposer l’existence d’une borne su- 
périeure pour les produits |a,|;/(|a„|)|6,., ce qui conduit à l'énoncé 
sulvant: 

Si les familles 0(x) et af(|a|)0(x) sont presque bornées par 
rapport à t(r), la famille p(x) est normale par rapport à t(k, r). 
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La convergence vers co lorsqu'elle se présente alors lieu par 
répulsion. 

Reportons nous maintenant au n° 12, La famille des 0(x) étant 
presque bornée par rapport à #(r), en prenant les normes des fonc- 
tions par rapport à é(sr), l'inégalité (10) se transforme en 


lp) — a| < [m (8) Hi | D (0) — a [+E t (k, sr) 


En prenant les normes des (x) — a par rapport à t(k, sr), 
nous avons 


166) — al — jez leo alti. 
po nt [a] 


La suite des $,(r) dont les valeurs exceptionnelles a, tendent 
vers co converge vers co par entraînement uniforme si le second 
membre relatif à ces fonctions tend vers 0. Il suffit que, dès que 
|a| dépasse une certaine grandeur, on ait l'inégalité 


(11) [p(0) — a| £glla|) 
g(u) étant une fonction croissant moins vite que toute pulssance. 


L'hypothèse 
(12) [p(0) — a| £la|* 


permettrait de comparer le second membre à PES ei qui tend 
vers ( si l’exposant est négatif, c’est-à dire pour 

(13) EST 

ce qui exige q LĄ. 

Si la famille des O(x) est presque bornée par rapport à t(r) et 
si pour toute fonction dont la valeur exceptionnelle a dépasse en mo- 
dule un nombre fixe, l'inégalité (11) a lieu, la famille des (x) est 
normale par rapport à t(k,r). L’inégalité (11) étant remplacée par 
l'inégalité (12), q < $, la conclusion subsiste pour les valeurs de k sa- 
tisfaisant à (13). 


IV. Propriétés des familles normales. 


16. Limite infinie. — A la propriété énoncée au n° 8, on peut 
ajouter la suivante: 
Si une suite de fonctions entières appartenant à une famille 
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normale se réduit en un point à une suite numérique tendant vers oo 
ł en est de même en tout point du plan. 

En effet, si en un autre point du plan, la suite des valeurs 
numériques des fonctions admettait une valeur d'accumulation finie, 
on pourrait en extraire une suite partielle tendant vers cette valeur. 
On aurait donc une suite de fonctions tendant en un point vers co 
et en un autre vers une limite finie, caractère subsistant pour toute 
suite partielle. Aucune d’entre elles ne pourrait converger ni vers 
une fonction entière, ni vers co; l'hypothèse est donc incompatible 
avec la définition d'une famille ma 

Dans le .cas où toute suite admet une suite partielle tendant 
soit vers une fonction entiere, soit vers co per répulsion (p. ex. 
lorsque la famille est justiciable du critère du n° 14 ou du premier 
critère du n° 15); on peut ajouter que la suite considérée tend 
vers oo par répulsion uniforme par rapport à é(sr) quel que soit 
s> 1. En effet, en prenant les normes par rapport a t(sr), le pro- 
duit (1 --|a,|)|0,: tend vers O (n° 3); la démonstration par lab- 
surde est calquée sur celle du n° 13. 

17. Convergence en une infinité de points. — Soit une suite de 
fonctions entières appartenant à une famille normale, et snpposons 
qu'en chacun des points de la suite £i, xą,...,£,,..., elle se réduise 
a upe suite numérique convergente (au sens strict, C’est-à-dire avec 
limite finie) En un point quelconque autre que les précédents, 
la suite des valeurs numériques ne saurait admettre co pour valeur 
d'accumulation (car une suite partielle tendrait vers oo en ce point 
et vers une valeur finie en x,); elle convergera (nécessairemant 
vers une limite finie) sì elle a une seule valeur d'accumulation. 
Imaginons un point x, où il y ait plusieurs valeurs d'accumulation, 
et soient a et b deux d’entre elles; nous pouvons extraire de la 
suite des valeurs numériques en x, deux suites partielles tendant 
respectivement vers a et b. Chacune des deux suites de fonctions 
correspondantes admet une suite partielle convergeant vers une 
fonction entiere prenant la valeur a ou b en x, et les mêmes va- 
leurs en chacun des points z,,2%,,...,4,,... La différence de ces 
deux fonctions entières appartient, comme chacune d'elles à t(sr) 
quel que soit sœ 1, s’annule en chacun des points de la suite z, 
Faso. Ty... et prend la valeur a — b en x,. Si le fait pour une 
fonction entière appartenant à #(sr) de sannuler aux points s, 
Levy...) Ts. entraîne sa nullité identique, on peut en conclure que 
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a = b, c'est-à-dire que la suite est convergente en tout point du 
plan. Cette convergence est uniforme d'après le n° 13. 

1°" cas: Si une suite de fonctions entières appartenant à une 
famille normale converge en chacun des points £i, Xą,..., £p,... ayant 
un point d'accumulation à distance finie, elle converge en tout point 
(théorème analogue à celui de MM. Vitali et Porter). 

2° cas: Les points £1, £s,..., Zn,- tendent vers co lentement: 
le sens de ce mot se précise en se reportant à la formule de M. 
Jensen qui rattache la distribution des zóros d'une fonction entière 
a sa Croissance. Soit (x) une fonction entière ne s’annulant pas 
à l’origine et r,,r:,...,r,,..., les modules rangés en croissant des 
zéros de cette fonction !); quels que soient r et m, on a l’inégalité ?) 


max |$(x)| pour |z| =r 
Pia M | œ (0) | 


Soit maintenant (x) une fonction entière ayant l’origine pour 
zéro d'ordre p; les zéros suivants, dont nous noterons les modules 
Fotis Fp42, --. SOnt ceux du quotient $(x):a„x” de la fonction par 
son premier terme effectif; la formule précédente, appliquée à ce 
quotient donne 


pi? max | (x)| pour |s| =r 
| b A W er) lle 
ote T a [ap |r” 
ou 
je __ Lmax|p(x)| pour |x| =r 
pare LADA 


Nous diminuerons le premier membre en remplaçant chaque 
facteur r, par le plus grand r,; et si (x) appartient à (r), nous 
augmenterons le second membre en remplaçant le numérateur par 
|g|t(r); nous avons donc une inégalité de la forme 

y n 
(Z| Sk 
(pourvu que n dépasse p dans le second cas). Cette inégalité s'écrit 
encore 


1) Plusieurs ”» consécutifs sont égaux s’il y a un zero multiple ou plu- 
sieurs zéros de même module. 

1) Cf. p. ex. E. Borel, Leçons sur les fonctions entières, 2me édition 
Paris, p. 133. 
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y” 


a> kz) 


L'entier # étant fixé, nous choisirons r de façon à rendre ma- 
ximum le second membre, ce qui donne, en posant 


y” 
= b = = | 
u, orne sup TO, |a” | 
Ta 2 ku, 
et par suite 
1 1 
Toun n > kn» 


Faisons croître n indéfiniment, le second membre tend vers 1; 
nous en concluons 


lim val 
En remplaçant f(r) par t(sr), u, est remplacé par w,:s%, et 
l'inégalité (14) par 


Si px), sans appartenir nécessairement à £(+) appartient à t(sr) 
quel que soit s> 1, la limite inférieure considérée est supérieure 
a tout nombre plus petit que 1, et l'inégalité (14) a encore lieu. Une 
suite de nombres 2,, r,...,©„,... dont les modules satisfont à l'in- 
égalité contraire 

s r dz <1 
noo """ 
ne peut donc être la suite des zéros d'une fonction entière apparte- 
nant à é(sr) et non identiquement nulle. Nous pouvons donc for- 
muler le théorème (analogue au théorème de M. Blaschke): 

Si une suite de fonctions entières appartenant à une famille 
normale par rapport à t(r) converge en chacun des points x,,%3,..., 
Xn)... satisfaisant à la condition 

lim 
ET 


1 
EADEARR SE 


elle converge en tout point du plan. 
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Note sur la convergence vers co par entraînement. 


Reprenons la définition donnée au n° 4. Les deux conditions 
que b, croisse indéfiniment et que g, tende vers 0, peuvent être 
réunies en un seul énoncé en imposant à 

Lauren dA 
de tendre vers 0. 

La définition peut alors être transformée de la façon suivante. 
Etant donnée une fonction (x), à tout nombre y Æ 0 correspond 
une valeur du rapport 


1+iġ— yl. 
Pack 


la borne inférieure de ces rapports lorsque y varie sera appelée le 
caractère de la fonction (x) et notée $g. Ce caractère (comme la 
norme qui figure au numérateur de g) est relatif à un type de 
croissance déterminé. | D — y| est une fonction continue de y, car 
les formules (1) donnent: 


ip—yi—-|Ay].j1I3|]|p_y+A4g)|<|p_-y|+|Ag].|1]. 


Le rapport 9($;y) est donc lui aussi une fonction continue 
de y. Pour étudier 9($;y) lorsque y augmente indéfiniment, nous 
écrirons 


g(p; y) = 


? 


lyi 1 —l6ISI—vl<ly].[1/+Igl 


— | 
+ +; 
|y] aa 
donc, quelle que soit la fonction œ, lorsque y tend vers co, g(®; y) 
tend vers |1|. De plus, si |b|< 1, le premier membre est supérieur 
a |1] et par conséquent g($g;y) dépasse |1| pour toute valeur 
finie de y. 
Le caractère d'une fonction est toujours au plus égal à |1}, et 
l'inégalité 


d'où 


b] 


[|S 1 


entraine 


$p=|l|. 
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Lorsque $6% < |1|, g(p; y) ne peut se rapprocher de sa borne 
inférieure que pour des valeurs finies de y, et par suite de la con- 
tinuité, cette borne est effectivement atteinte. Donc si $p<|1|, il 
existe au moins un nombre b pour lequel 


g (p; b) = $$. 
Etudions maintenant comment le caractère dépend la fonction œ; 
tout d’abord, par suite de l’inégalité (1), 


by ble +) — Ile — st +01 
d'où i 


(15) 0(650) — |< oto Liv oli LEI. 


FAR 


Supposons d’abord 
Sp <ii; 
jl existe un nombre b pour lequel g(g;b)=$6, et nous avons 
par suite 


56 — Lolo +) 86H. 
En imposant a la fonction additionnelle 4 la condition 
(61% 
Sp -h<g(p +H yib) S Ep +h. 
Slp +) <S$ D + À. 


Si nous avions $p = |1|, nous aurions a priori l'inégalité plus 


serrée $(p + W) S$6. 


Dans tous les cas, pour déterminer la borne inférieure de 
g( + \r; y) il suffit d'envisager pour y les valeurs telles que 


glep +H yy) S Sp Hh 


valeurs satisfaisant a fortiori à 


nous aurons 


et par suite 


1 
—< p + À. 
FA 

Si nous tenons compte de cette inégalité dans (15), nous 
obtenons 
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9(919) — Boe +hlbi<g(p+viy) Salpiy (86 +4) ve 


qui entraîne, pour les bornes inférieures 
$6 Bp HOILE HyS +p H hli. 


Donc l'inégalité 


Lp 
Sp+h 
IS +H V) — 89]. 


Le caractere est done une fonctionnelle continue de la fonetion. 

Pour qu'une fonction tende vers oo par entraînement uniforme, 
il faut et il suffit que son caractere tende vers 0. 

Cette notion de caractere permet de compléter le n° 16 ainsi 
qu'il suit: Pour chaque valeur de s> 1, la suite pent être partagée 
en deux autres tendant vers co l'une par répulsion uniforme, l'autre 
par entraînement uniforme par rapport à t(sr). 

La convergence par entraînement se reconnaît a ce que $ 
tend vers 0, et la convergence par répulsion, à ce que (1 + |a|){0| 
tend vers O (notations du n° 3). 

Les normes et caractères étant pris par rapport à f (sr), mettons 
dans une première classe les fonctions de la suite considérée n'ayant 
pas de valeur exceptionnelle, ou ayant une valeur exceptionnelle et 
telles que 


(16) Sp<(1+]al)|8!, 


et dans une seconde classe, les fonctions ayant une valeur excep- 


tionnelle et telles que 
S$>(1 +-|a|)|8|. 


La suite des fonctions de la première classe tend vers oo par 
entraînement uniforme. En effet, dans l'hypothèse contraire $ D ne 
tendrait pas vers 0; on pourrait former une suite partielle pour 
laquelle $$ resterait supérieur à un nombre fixe; par suite de 
l'inégalité (16), il en irait de même de (1 -|a|)|6|. Cette suite 
ainsi que toutes celles qui en peuvent être extraites, tend numéri- 
quement vers co, mais ni par entraînement, ni par répulsion uni- 
forme, ce qui est contraire au fait que les fonctions appartiennent 
a une famille normale. 

On établirait de facon analogue que la suite des fonctions 
de la seconde classe tend vers co par répulsion uniforme. 


LAS 


entraîne la suivante 


Sur les transformations des ensembles 
rectifiables. 


Par 
St. Gotab (Cracovie). 


J'étudie, dans la note présente, la façon dont se comporte la 
longueur de la projection sur un hyperplan mobile d'une partie 
d’un continu rectifiable. 

Je me base sur un lemme intéressant par lui-même. Je donne 
une solution affirmative du problème suivant posé par M. Waze w- 
ski: La longueur de la projection d’une partie rectifiable d’un con- 
tinu plan sur une droite mobile est-elle une fonction continue de la 
position de cette droite? J'obtiens quelques résultats plus généraux. 

J'adopte les notations de M. Ważewski. J'ai communiqué 
les résultats ci-dessous au cours du Congrès International des Ma- 
thématiciens à Bologne le 8 Septembre 1928. 

Lemme. Soient données p fonctions de n 4 m variables 


(1) DAL, sc Les Na: Ve) IAT FE SOR, 
où nous avons posé, pour abréger 


f(x E, ce 


2 
( ) (Y1, Choc TE = Fa 


Soit C un continu rectifiable situé dans l’espace cartésien à z di- 
mensions et D une partie quelconque de l'espace a m dimensions. 
Nous supposons que 

1) pour X fixe, les fonctions (1) sont fonctions continues 
de la variable Y, 
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2) il existe un k fixe indépendant de X et Yt), tel qu'on a 
(3) E(X, Y)— A(X’, Y)|Skp(X, X')3, i=1,...;2, 


lorsque X et X’ appartiennent à C. Soit A une partie rectifiable 
du continu C. Désignons par 


(4) F(A, Y) 
la classe de tous les points 


(5 (A, Y)... A(X, Y)} 


que l’on obtient lorsque X varie dans A. (L'ensemble F(A, Y) fait 
partie de l’espace à p dimensions et est une fonctionnelle dépen 
dant de F). 

Sous ces hypothèses on aura: 

1) Si A est de longueur nulle F(4, Y) l’est aussi. 

2) F(A, Y) est un ensemble rectifiable. 

3) La fonction: 

longueur de F(A, Y) 

est semicontinue inférieurement dans DS), 

Remarque. De ce théorème résulte immédiatement le fait im- 
portant que la fonction long F(A, Y) est une fonction mesurable 
au sens de Lebesgue lorsque D est un ensemble mesurable. 

Démonstration. Soit 


(9) {91 (6), 92 (E) = G(t) 


une représentation du continu C, telle que les fonctions g,(t) soient 
absolument continues dans un intervalle borné et fermé À et que 
lon ait presque partout dans À: 


È KSu | S OPL 


1)On peut sans restreindre la généralité du lemme, supposer que cette 
condition a lieu pour tous les X de C et localement pour les Y, c.à-d. pour 
un voisinage convenable de chaque point Y. 

2) p(X, X’) désigne la distance des points X et X’. 

3) Le cas où D est composé exclusivement de points isolés est banal. 

4) Une telle représentation existe. Cf. T. Ważewski, Kontinua prosto- 
walne etc. Dodatek do Rocznika Pol. Tow. Mat. 1927, Théorème du § 17 et 24. 
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Il est clair que 
(7) F(G (t), Y) = {A (G (t), Y)... f (G (t), Y)} 


offre une représentation de l’ensemble F(C, Y). Les fonctions 
f:(G (t), Y) sont absolument continues, parce qu’on a 


[ACG (6), Y) — SG (t), Y)| < nk |f — t|. 


Il en résulte que F(C, Y) est un continu rectifiable. Supposons que 
A est de longueur nulle. Nous affirmons que 


(8) long F(A, Y)=0. 
Considérons, à cet effet, Y comme fixe et posons 


k F(t) = F(6(), Y), 
© B=G' (4), 


où G-(A4) désigne la classe de tous les £ pour lesquels G (t) ap- 
partient à A. 
On a évidemment 
A = G (B), 
a9) | FO=PAP) 


Il suffit de prouver qu’on a presque partout dans B Pégalité 
(11) | F (|= 0. 

Or presque partout dans B subsiste la relation 

(12) | GG)! = 0. 

D'autre part on a (cf. (3)) 


(Gb +h, Y)— /(G(t,), X) / EE Lo. 
nm rome élu e ni 


j=1 


(15) 


donc on aura presque partout dans B 
fi(G (t), TF) =0 


d’où il résulte immédiatement que (11) a lieu presque partout dans B. 
Soit maintenant A une partie rectifiable de C. L'ensemble À 
peut étre mis sous la forme 


(14) A= A, BR 
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où À, est une somme dénombrable d’ensembles fermés et À est de 
longueur nulle!) F(A,, Y) est aussi une somme de parties fermées 
du continu rectifiable F(C, Y) par conséquent /'(4,, Y) est recti- 
fiable. Comme d'autre part 


long F(R, Y)=0 
done 


long F(4, Y) = long F(A,, Y) + long F(R, Y) = long F(4,, Y). 


La deuxième partie de notre lemme est ainsi démontrée. Pour dé- 
montrer sa troisième partie, il sufit de prouver que la fonction 


(15) long F'(A,, Y) 


est semicontinue inférieurement dans D. Remarquons à cet effet 
qu’il existe un ensemble # étant somme dénombrable d’ensembles 
fermés pour lequel on a 


(16) CAPES 


Soit {Y,} une suite de points agrégés à D et tendant vers un point 
Y, appartenant à D. Posons 


| hę(t)=f,G(t), Y,, i=1,...,u=0,1,2,... 


17 

sA | H(t) = (ht (1)... TO) pn 
On a évidemment: 

(18) F(A, Y,) = H,(9), ee) RZ: 


Les fonctions hę(t) satisfont (ct. (13)) a la condition de Lipschitz 
avec une constante indépendante de è et 1, égale, par exemple, a kn. 
On a, en conséquence de la continuité de /;(X, Y): 


(19) lim H, (t = H, (t), (teô). 
uo ` 
Il en résulte, suivant un de mes théorèmes antérieurs 8) que 


1) Cf. T. Wazewski, Contribution à la théorie de la longueur, Annales 
de la Soc. Pol. de Math. T. VII (1928). La décomposition (14) résulte immé- 
tement du théorème 2, p. 30. 

2) parco que la représentation G (t) est continue. 

3) Annales de la Soc. Pol. de Math. T. VII (1928), p. 238, théorème 
du § 5. 

Rocznik Pol. Tow. Matem. T. VIII. 20 


nr lim inf long F(4,, Y,) = lim inf long H,(0) > 
ulo ulao 
= long H, (0) == long F'(A, Yo), 


ce qui termine la démonstration. 

Théorème 1. Soit À une partie rectifiable d’un continu rectifiable 
C plongé dans l’espace à n dimensions. Soit m un hyperplan mo- 
bile a r dimensions (1 <r < n» — 1) et P,(x) la projection (ortho- 
gonale ou non) de A sur m. Dans ces conditions la projection 
P(x) de A sur m est rectifiable et sa longueur est une fonction semi- 
continue inferieurement de la position du plan x. 

Démonstration. La projection d’un point quelconque X sur le 
plan m a des coordonnées: 


(A, Y),..., fa(X, Yo) 


où les fonctions f, sont linéaires par rapport aux X et continues 
par rapport aux Y. Elles satisfont, par consequent, a la condition 
de Lipschitz!) Notre théorème se trouve ainsi ramené au lemme 
précédent. 

Théorème 2. Si l’hyperplan m intervenant dans le théorème pre- 
cedent se réduit à une droite la fonction 


(21) long P;(x) 


est une fonction continue de la position de cette droite. 
Démonstration. Supposons que la position de la droite dépende 
d’une façon continue des paramètres y,,...,y,„. Il suffit de prouver 
(cf. Théorème 1.) que long P,(x) est une fonction semicontinue 
supérieurement de ces paramètres. Comme l’ensemble A peut être 
arbitrairement approché (en ce qui concerne sa longueur) par ses 
parties fermées et comme la longueur de la projection d'un en- 
semble sur une droite ne surpasse jamais la longueur de cet en- 
semble, il suffit de traiter le cas où A est fermé. Or dans ce cas-là, 
le théorème peut être démontré par un raisonnement indiqué par 
M. Sierpinski dans le cas de l’espace à deux dimensions?) ce 
qui n’est pas essentiel pour la valabilité de la démonstration. 
Remarque 1. Le Théoreme 2. ne peut pas être généralisé au 


1) localement par rapport aux Y. 
3) Cf. S. Mazurkiewicz et S. Saks, Sur les projections d'un ensemble 
fermé. Fund. Math. VIII. $ 7. 
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cas de l'hyperplan mobile au nombre de dimensions supérieur à un. 
Désignons, en effet, par A la circonférence d'un cercle de dia- 
mètre = 1, situé sur le plan (x,y) de l’espace à trois dimensions. 
En faisant tourner un plan P passant par laxe x nous remarquons 
que la projection de Æ sur P est une ellipse de longueur supé- 
rieure à 2 excepté le cas où P est orthogonal au plan (x, y). Dans 
ce cas-ci la projection est un segment de longueur 1. 

Remarque 2. Suivant le Théorème 2. l’ensemble fermé et plan 
de MM. Mazurkiewicz et Saks!; qui se projette sur une 
seule droite passant par un point fixe comme un ensemble de me- 
sure positive n’est situé sur aucun continu rectifiable. 

Remarque 3. M. Saks a construit?) un ensemble S plan, 
fermé, situé dans la couronne fermée comprise entre deux cercles 
de centre à l'origine des coordonnées et de rayons respectifs 1 et 
V2, dont la projection sur chaque droite est de mesure nulle et qui 
a des points communs avec tout rayon issu de l'origine. 

Il n’est situé sur aucun continu rectifiable. Dans le cas con- 
traire il existerait un continu rectifiable C renfermant S, contenu 
dans la couronne en question. © serait de longueur nulle‘). Appli- 
quons au continu C notre lemme en posant: 

Ci . Tą 


(22) AGE aa falti, © M) = 


Cette transformation remplit les conditions de ce lemme. L'ensemble 
F(S)4) est dans ce cas identique avec la circonférence du cercle 
intérieur de notre couronne, donc sa longueur est positive. Nous 
aboutissons ainsi à une contradiction avec notre lemme suivant le- 
quel F'(S) serait de longueur nulle. 


1) Mazurkiewicz et Saks, |. e. 

3) S. Saks, Remarque sur la mesure linéaire des ensembles plans, Fund. 
Math. IX, p. 16. 

3) cf. T. Wazewski, Contribution etc. I. c. p. 27, Lemme 1. 

4) Dans notre cas F'(X, Y) ne depend pas de Y. Nous écrivons donc 
F(X) au lieu de F(X, Y). 
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COMPTES-RENDUS ET ANALYSES 


Nouveaux fascicules du „Mémorial des Sciences mathéma- 
tiques !). 

Fascicule XXXIV. Ondes liquides de gravité, par M. H. 
VERGNE. 

Le présent fascicule est consacré à l’étude des petits mouve- 
ments d'un liquide incompressible pesant, contenu dans un vase fixe, 
lorsque ces mouvements sont dus à des causes exclusivement super- 
ficielles (impulsions ou émersion d'un corps solide). On peut aborder 
le problème précédent soit en cherchant la solution qui correspond 
a des conditions initiales données, soit en cherchant à déterminer 
les oscillations propres harmoniques du liquide et en essayant ensuite 
de les utiliser pour former la solution qui correspond à des con- 
ditions initiales données. L'auteur a envisagé chacun de ces deux 
points de vue. L'ouvrage est écrit avec beaucoup de talent et la 
lecture en est aussi attrayante qu'instructive. 

Fascicule XXXV. Théorie mathématique de l'élasticité, par M. 
Léon Lkcornu, Membre de l'Institut. 

Ce travail contient un aperçu sur toutes les parties de la théorie 
de l’élasticité et se termine par un résumé de l'histoire de cette 
branche des sciences mathématiques; on y trouvera en particulier 
une discussion des plus intéressantes des questions de principe qui se 
présentent dans la théorie de l’élasticité. L'ouvrage justifie entièrement 
les espérances que le nom du célèbre auteur pourrait faire concevoir. 

Fascicule XXXVI. Sur la décomposition d'une fonction méro- 
morphe en éléments simples, par M. Pauc AppeLL, Membre de l’Ins- 
titut, Recteur honoraire de l'Université de Paris. 

Pour donner une idée de la nature de ce très intéressant 
ouvrage, nous ne croyons pas pouvoir mieux faire que de présenter 
le passage suivant de l’Introduction: „En faisant l’exposé général 


1) Voir les tomes: III, p. 142, IV, p. 122, V, p. 98 et VII, p. 254. 
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de la théorie de la décomposition en éléments simples, je prendrai 
d'abord les fonctions rationnelles et celles qui s’y rattachent, puis, 
d'après Heamrre, les fonctions doublement périodiques et les fonctions 
zeta, les fonctions doublement périodiques de seconde et troisième 
espèce, puis les fonctions d'un point analytique, puis les fonctions 
automorphes d’ Henri: Poincaré, puis enfin les fonctions f dites tri- 
plement périodiques de trois variables x, y, 2 vérifiant l'équation de 
GS Mira il AST 

Ce PPT LIT En 


à la définition d'un nombre fondamental dans le problème, d'après 


LAPLACE 0. Je consacrerai un numéro spócial 


PoincaRE“. 

Inutile sans doute d'ajouter que l'ouvrage se distingue par les 
rares qualités bien connues des travaux de l’illustre auteur. 

Fascicule XXXVII. Transformations de contact et problème de 
Pfaff, par M. G. Cxre. 

Comme le fait remarquer l’auteur lui-méme, dès le début, la 
théorie analytique des transformations de contact a été considérée 
comme cas particulier du problème de Pfaff, c’est-à-dire de l’étude 
des propriétés invariantes d'une équation de Pfaff quelconque. Or 
cette étude a gagné beaucoup en simplicité grâce aux méthodes 
nouvelles de M. Carran, lesquelles ont reçu un complément impor- 
tant de M. Goursar. Le but principal du présent fascicule est, comme 
le dit l’auteur lui-même, de résumer ce qui, dans ces méthodes, et 
en particulier dans la multiplication et la dérivation extérieures, 
a un rapport direct avec les transformations de contact, de retrou- 
ver les propriétés d’invariance connues du groupe correspondant et 
d'en indiquer l’extension au groupe des transformations qui conser- 
vent une expression ou une équation de Prarr quelconque. 

Le présent fascicule rendra des services précieux à toutes les 
personnes qui voudront se renseigner sur le sujet auquel ce fasci- 
cule est consacré. 

Fascicule XXXVIII. Familles normales et quasi-normales de 
fonctions móżomorphes, par M. G. Vaurxos, Professeur à la Faculté 
des Sciences de Strasbourg. 

Les notions de famille normale et quasi-normale de fonctions 
sont dues, ainsi que la théorie de ces familles, à M. Monrrt qui, 
par cela même, a mis entre les mains des analystes un puissant 
moyen de recherches. On trouvera, dans le présent fascicule, un 
aperçu très clair tant des .théories fondamentales de M. Monret 
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lui-même que des nombreux et importants travaux qui sy rattachent. 
Ajoutons que l’auteur de ce fascicule était, à cause des nombreuses 
et importantes contributions qu'il a apportées lui-même aux questions 
qui y sont étudiées. particulièrement indiqué pour l'écrire. 

Fascicule XXXIX. L'analyse indéterminée de degré supérieur, 
par M. T. NaGrtir, Docteur ès Sciences, chargé de cours à l'Uni- 
versité d'Oslo. 

Voici comment l’auteur lui-même caractérise les problèmes de 
l'Analyse indéterminée: „on appelle analyse indéterminée la partie 
de la théorie des nombres qui s'occupe des solutions en nombres 
rationnels ou en nombres entiers dune ou de plusieurs équations. 
Le problème le plus important de ce domaine est l'étude des solu- 
tions entières ou rationnelles en 2, y,2,... de l'équ tion: 


JIG Te = D 


où f est une fonction entiere rationnelle de x. y, 2,... à coefficients 
rationnels ou entiers“. Bien entendu le problème précédent peut, 
comme le fait remarquer l’auteur, être considérablement généralisé 
de diverses façons. Toutefois l’auteur, voulant avant tout, exposer les 
parties de l'Analyse indéterminée où des résultats d'une certaine 
généralité ont été atteints, se borne à étudier la recherche des points 
à coordonnées rationnelles ou entières d'une courbe plane algébrique, 
en ne considérant que des courbes du 31ème degré au moins et 
cela parceque le cas des lignes de degré inférieur au 3-ième fait 
l'objet d’une théorie actuellement classique. 

Le présent fascicule rendra de précieux services aux personnes 
qui voudront se renseigner sur l'Analyse indéterminée. 

Fascicule XL. Géométrie sur les surfaces et les variétés algé- 
briques; questions transcendantes, topologie, par M. S. Lerscaxrz, Pro- 
fesseur à Princeton University. 

Ainsi que le fait remarquer l’auteur au début de l'introduction, 
„on entend par géométrie sur une configuration algébrique A (courbe, 
surface, variété) l'étude des propriétés des configurations algébriques sur 
À, invariantes sous les transformations birationnelles de A“. Lvou- 
vrage est écrit avec une grande compétence par un auteur qui à 
lui-même apporté d'importantes contributions au sujet traité, il est 


done appelé à rendre de précieux services aux géomètres. 
D 4; 
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Mémorial des Sciences Physiques publié sous le patronage 
de l’Académie des Sciences de Paris, des Académies de Belgrade, 
Bruxelles, Bucarest, Coïmbre, Cracovie, Kiew, Madrid, Prague, Rome, 
Stockholm (fondation Mittag-Leffler), ete., ete... avec la collaboration 
de nombreux savants. 

Directeurs: Henri Villat et Jean Villey. Chez Gauthier-Vil- 
Jars & Cie 55, quai des Grands-Augustins, Paris (6°). 


But de la Collection: 

Chaque fascicule, d’une soixautaine de pages environ, renferme 
l'exposé, aussi clair et condensé que possible, d’une question précise 
et bien délimitée; cest une sorte de mise au point d’un problème, 
ou d’une catégorie de problèmes à l'ordre du jour. 

Le Mémorial des Sciences phvsiques publie non pas des mé- 
moires originaux, mais des éludes documentaires constituant l’abou- 
tissement critique de nombreux travaux, personnels ou non au si- 
gnataire du fascicule, et dont l’essence se trouve résumée. La nou- 
velle Collection constitue un cadre exactement adapté pour recueillir, 
et rendre profitable pour tous, ces efforis coûteux de documentation 
critique que chacun se trouve amené à faire, en maintes circon- 
stances de recherches ou d’enseignement, sur des questions peu con- 
nues ou contruversées, ou en évolution rapide. 

Le programme du nouveau Mémorial s'étend non seulement 
aux questions que la classification habituelle range dans la Phvsique 
proprement dite, mais à celles qui ressortissent à la Physique ma- 
thématique, a l’Astronomie expérimentale ou à PAstronomie physique, 
à la Mécanique expérimentale et appliquée ou à la Mécanique des 
fluides, à la Physique et à la Chimie industrielles, à la Physico- 
Chimie. La liste des fascicules suffit à montrer la variété des que- 
stions qu'il aborde, sans du reste prétendre en rien à constituer une 
Evcyclupédie systématique. Sans pouvoir insérer des analyses des 
fascicules successifs du Mémorial des Sciences Physiques, nous croyons 
devoir faire connaître à nos lecteurs au moins les titres des fasci- 
cules de cette très importante publication à mesure qu'ils paraîtront. 


Volumes in-8 raisin (25 —16) se vendant séparément: 
Fascicules parus: 
I. L. de Broglie. — La Mécanique ondulatoire . . . . 15 fr. 
II. A. de Gramont. — La Télémétrie monostatique . . . 15 fr. 
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III G. Moreau. — Les Propriétés électriques et magné- 


tiques! deslammesktal ap» WA Pila". 05 US MOTS tr. 
IV. F. H. van den Dungen. — Les Théories générales 

de la technique des vibrations . . . . i.. ir 
V. J. Barbaudy. — Les Bases NG WODE 4%. de la 

distillation . . . IPA 


VI. F. Badeau. — Le Fr pis elettorale: et ses POR 
cations dans la technique des oscillations hertziennes 15 fr. 
VII. E. Aubel et A. Genevois. —- L'état actuel de la question 
des ferments. 
VIII. R. Dubrissay. - La Mesure des tensions superficielles 


en Analyse chimique . . . FRA ETU, DNS TR 
IX. G. Ribaud. — Le Ri des corps non noirs. 
X. A. Mesnager. — D'Etude expérimentale des tensions 


dans les solides. 


Leçons sur l’'Hydrodynaimique par Henri Villat, correspondant 
de l’Académie des Sciences, Professeur à la Faculté des Sciences 
de Paris, Directeur de l’Institut de Mécanique des Fluide de l'Uni- 
versité de Paris. Chez Gauthier-Villars & Ci, 55 Quai des Grands- 
Augustins, Paris (6°). 

Voici comment M. Villat lui-mème caractérise, dans la notice 
publiée par la maison éditrice, le but et l’esprit de l’ouvrage: , La 
première partie de ces Lecons est destinée à donner une idée assez 
complète, et aussi simple que possible, de la théorie des sillages, 
concernant le mouvement permanent d’un solide dans un liquide 
parfait. Cette théorie a été édifiée sur les principes fondamentaux 
posés par Kirchhoff. Helmholz, M. Lévi-Civita et M. Brillouin. 
Des développements. prolongements et perfectionnements très con- 
sidérables ont été apportés par divers auteurs, au premier rang 
desquels il convient de citer M U. Cisotti. l'ai moi-même, ainsi 
que mes élèves, douné quelques efforts à la question. Nous exami- 
nons ici les points les plus importants, ainsi que les difficultés aux- 
quelles donne lieu la théorie, et la maniere de lever ces difficultés. 
Nous insistons sur un fait, quì nous semble fondamental, concernant 
la non-unicité des solutions. 

Venons maintenant à l’étude qui fait l’objet essentiel du présent 
Volume. 

Un fluide parfait étant regardé comme le cas limite d’un fluide 
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réel, il est d'un intérèt primordial de reconnaître comment déduire 
les propriétés et caractères d’un mouvement à étudier das le fluide 
parfait, des propriétés et caracteres concernant le fluide visqueux, 
dont on fait tendre la viscosité vers zéro. 

Cette question a fait l'objet des savantes recherches de M. C. 
W. Oseen et de ses élèves, notamment de M. Z. Zeilon. Nous ex- 
posons ici les théories dues à ces auteurs et a nous-même, dans cet 
ordre d'idées. Le passage à la limite envisagé, comporte des diffi- 
cultés considérables. Une remarque de J. Boussinesq pouvait le 
laisser prévoir: le savant géomètre avait en effet mis en évidence, 
dès 1880, a propos d'un problème simple, que la solution cessait 
d'être analytique quand la viscosité tendait vers zéro. La raison 
majeure des difficultés rencontrées réside, selon une profonde re- 
marque. de M. J. Hadamard, dans le fait que les termes complé- 
mentaires qui, dans les questions de l’Hydrodynamique contiennent 
le coefficient de viscosité, sont justement ceux où interviennent les 
dérivées de l'ordre le plus élevé; de sorte que les „caractéristiques“ 
du problème général different essentiellement de celles du problème 
limite. 

Quoi qu'il en soit, après avoir exposé la théorie des équations 
intégrales de l’Hydrodynamique, nous construisons avec M. Oseen 
une solution du cas limite. Nous donnons les résultats obtenus par 
M. Zeilon dans la recherche des solutions effectives dans des cas 
importants, et nous donnons également des indications sur l’extension 
que nous avons obtenue de ces théoriens dans le cas du fluide li- 
mité par des parois fixes. 

Notre ambition a été d'être aussi clair que possible, pour un 
lecteur possédant une bonne culture mathématique sans être forcé- 
ment renseigné à fond sur des questions spéciales. C'est en vue 
d'un tel lecteur que nous avons été amené à introduire par exemple 
un exposé de quelques lignes de la théorie des Fonctions Ellip- 
tiques, sous une forme qui permet d'obtenir, en peu de mots et na- 
turellement, les propriétés essentielles de ces fonctions. De même, 
un problème particulier nous a servi à exposer les propriétés utiles 
de l'équation de la chaleur, sous une forme assez intuitive. Et, en 
vue d’un exemple à élucider, nous avons donné une courte théorie 
des fonctions de Legendre, si importantes en Physique Mathématique. œ 

Nous serions heureux si ce livre pouvait faciliter aux cher- 
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cheurs les voies à suivre dans les théories nouvelles de l’Hydrody- 
namique, où tant de beaux résultats sont encore à découvrir. 

Ces belles leçons de M. Villat se distinguent par les qualités 
éminemment françaises de clarté et de simplicité ce qui, avec lin- 
térêt considérable du sujet de l'ouvrage en rend l'étude extraordi- 
nairement attachante. Grâce aux indications bibliographique qui s’y 
trouvent, le lecteur pourra s'instruire d’une façon tres complète en 
la partie de l’bydrodynamique à laquelle l'ouvrage est consacré. 
Ajoutons que la grande valeur de l'ouvrage est considérablement 
accrue par une critique pénétrante de l’état actuel de la théorie 
des sillages. 

Leçons sur la théorie des tourbillons, par Henri Villat, -Cor- 
respondant de l'Académie des Sciences, Professeur à la Sorbonne, Di- 
recteur de l’Institut de Mécanique des Fluides de l'Université de Paris. 

Chez Gauthier-Villars & Cie, Quai des Grands-Augustins, 55, 
Paris (6°). 

Le présent ouvrage se distingue comme les autres livres de 
son éminent auteur par les qualités de simplicité et de clarté qui 
réduisent au minimum l'effort nécessaire pour se familiariser avec 
les matières qui y sont traitées. L'extrait suivant de la préfactet la 
table des matières permettront de se faire une idée nette de l’esprit 
et de l’envergure de l’ouvrage. 

Le présent ouvrage a pour objet l'exposé de tout nn ensemble 
de questions importantes, et d’un intérèt actuel, se rattachant aux 
tourbillons dans les fluides. Ce livre constitue le développement de 
nos Leçons à la Faculté des Sciences de Paris pendant l'année 1929. 

Un coup d'œil sur la Table des Matières renseignera sur les 
problemes que nous avons traités, et sur la marche que nous avons 
suivie. Nous avons essayé de mettre le plus de clarté possible dans 
nos développements, et, par une mise au point de diverses théories 
nouvelles, de relier d’une fagon naturelle les questions que nous 
avions à envisager. Nous serions heureux d'avoir, au moins partiel- 
lement, atteint notre but. Est-il superflu de dire que les Traités 
classiques de MM. P Appell (Mécanique rationnelle) et J. Hadamard 
(Leçons sur la propagation des ondes) ont beaucoup facilité notre 
tâche. Nous avons tiré grand parti des leçons récentes de MM. J.- 
L. Synge et G. Jaffé, et des nôtres, ainsi que des profondes re- 
cherches de M. Lichtenstein auxquelles sont consacrés les Cha- 
pitres XI à XIII du présent Ouvrage. 
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Chapitre I: Notions générales classiques. Equations générales. 
Equation de continuité. Equation complémentaire. Tourbillon. Equa- 
tions de Helmholtz. Formules de Cauchy Généralisation. Cas où il 
ny a pas de potentiel pour les forces extérieures. Propriétés des 
tourbillons. Tubes tourbillons, Leur intensité. Tubes infiniment. dé- 
liés. — Chap. II: La détermination des vitesses quand les tourbil- 
lons sont connus. Calcul des vitesses en fonction des tourbillons. Cas 
du liquide indéfini. Formules finales. Part contributive d’un anneau 
infiniment délié. Cas d’un fluide contenu dans un vase fixe. Réso- 
lution du problème général dans le cas de deux dimensions pour 
un vase animé d’un mouvement donné. Le problème général dans 
le cas de trois dimensions, pour uu vase animé d'un mouvement 
connu. — Chap. HI: Mouvements plans. Tourbillons infiniment dé- 
lies. Equations canoniques Etude des mouvements plans. Tourbillons 
infiniment minces. Mouvement de x tubes tourbillons. — Cha p. IV: 
Les tourbillons de Bénard-Karman. Une file régulière. Deux files sy- 
métriques; deux files alternées; stabilité de ces configurations. Les 
tourbillons de Bénard-Karman et les configurations tourbillonnaires 
régulières. Une file infinie de tourbillons. La configuration corres- 
pondante est instable. Les deux files parallèles. Stabilité du système 
alterné. Système symétrique. — Chap. V: Application des tourbil- 
lons de Bénard au calcul de la résistance d'un solide dans un liquide 
indefinl. Position du problème. Calcul de £. Calcul de £’. La méthode 
de M. J.-L Synge. Files de tourbillons alternés, indéfinies d'un seul 
côté. Nouvelle application du théorème des quantités de mouvement. 
Une propriété du coefficient a,. Calcul d'une intégrale. Calcul de 


w?dz et de sa limite. Conclusion — Chap. VI: Généralisations 
È 
diverses. Files tourbillonnaires en fluide limité. Systeme de n tour- 
billons entre deux murs parallèles. Système de tourbillons dans un 
rectangle fixe. Files de tourbillons indéfinies entre deux murs pa- 
ralleles. Applications. Calcul de la résistance éprouvée par un cy- 
lindre mobile dans un canal, dans le cas où naissent à l'arrière des 
tourbillons alternés. Première méthode. Le résultat de M. L. Rosen- 
head. -- Chap. VII: Les problèmes de tourbillons à deux dimensions 
et la représentation conforme. Généralités. Exemples. Un théorème géné- 
ral. Exemples. La méthode de M. Caldonazzo. Sur un problème de M. D. 
Riabouchinsky. — Chap. VIII: Les tourbillons de dimensions finies. Tubes 
de dimensions finies. Tube cylindrique circulaire homogène, en li- 
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quide indéfini, en repos à l'infini. Le tourbillon elliptique de Kirch- 
hoff. Le tourbillon sphérique de Hill. — Chap. IX: Les configura- 
tions de revolution. L’anneau tourbillon. Généralités. Cas d'un seul 
anneau infiniment délié. Cas général Théorie de l’anneau infiniment 
délié. Anneau de section finie. Retour à l'anneau de faible section. 
Remarque. — Chap. X: Exposé du problème fondamental général. 
Rappel de quelques propriétés classique concernant les discontuités. Le 
problème général. Les discontinuités. Les conditions identiques. Les 
conditions cinématiques de compatibilité Mouvements où les vitesses 
sont continues. Saut d'accélération. Continuité de la pression dans. 
un liquide, au passage de la surface qui limite les tourbillons. Re- 
marque, — Chap. XI: Sur diverses inégalités fondamentales concer- 
nant les potentiels. Conventions et notations. Lemme. Le premier 
théoreme de M. A. Korn. Le second théoreme de M. A. Korn. Les 
inégalités de M. L. Lichtenstein: — Chap. XII: Ze théorème géné- 
ral de M. L. Lichtenstein. — Démonstration du théorème. Définition 
de x,y,z dans le domaine tourbillonaire. Définition de x. y. 2 à lex- 
térieur des tourbillons. Les fonctions x,y,z, constituent bien une 
solution du problème. Correspondance biunivoque entre les domaines 
successifs. Unicitć de la solution. — Chap. XIII: Généralisations 
diverses et applications. Fluide limité. Mouvement permanent relatif 
de deux tourbillons cylindriques dans un liquide indéfini. — Chap. 
XIV: Quelques mots sur les tourbillons dans les fluides visqueux. Pre- 
liminaires Le tourbillon circulaire dans un fluide visqueux. 


Grundlagen der Hydromechanik von Leon Lichtenstein. O. Ò. 
Professor der Mathematik an der Universitàt Leipzig. 1929, XII + 
509 p. Berlin, Verlag von Julius Springer, 

Voici en quels termes le savant auteur caractérise lui-même, 
dans la préface, le but et le nature de l’ouvrage: ,Je me suis pro- 
posé d'exposer les fondements de la mécanique des liquides d’une 
façon mathématiquement satisfaisante, adaptée à l’état actuel de la 
science sans laisser au second plan le côté physique du sujet. Ce 
programme a détorminé dans les grandes lignes la composition de 
l'ouvrage. 

Alors que l'hydrodynamique, dont l'hydrostatique n’est qu’un 
chapitre particulier, a pour fondement mathématique la théorie du 
potentiel, les théoremes les plus généraux de la cinématique des 
liquides et ‘en général ceux de la cinématique des milieux continus 
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constituent, en partie, de simples interprétations de certains théo- 
rèmes généraux de l'Analisis Situs. Pour assurer une base solide 
aux développements exposés dans les parties principales de l’ouvrage, 
sans être obligé de supposer chez le lecteur d’autres connaissances 
que celles des principes du calcul infinitésimal, je commence, au 
premier chapitre, par présenter les notions essentielles de la théo- 
rie des ensembles de points, en insistant particulièrement sur la re- 
présentation topologique de domaines bornés ou infinis dans le plan 
et dans l’espace. 


Le second chapitre constitue une préparation au passage à la 
théorie du potentiel; il est consacré à la notion de champ vectoriel 
ainsi qu’aux théorèmes de Green et de Stokes. 

Le troisieme chapitre est consacré à la théorie du potentiel 
dans la mesure nécessaire pour la suite. 

A cause de la place strictement mesurée dont on disposait, il 
na été possible de présenter des démonstrations complètes que 
d'une partie des théorèmes exposés. En revanche, on expose dans 
ce chapitre d'une façon détaillée la détermination d'un champ ve- 
ctoriel étant donné la rotation, la divergence et des conditions pé- 
riphériques. 

Les trois chapitres précédents constituent la base mathéma- 
tique de tous les développements ultérieurs“. 

Le chapitre suivant rentre dans la philosophie de la méca- 
nique; pour l'essentiel, l’auteur adopte les idées de Kirchhoff et les 
complète par des commentaires appropriés. 

Les deux chapitres suivants sont consacrés à la cinématique 
des fluides; l’auteur s'applique soigneusement à éviter les défauts de 
rigueur trop répandus dans les expositions habituelles de cette branche 
de la mécanique; le second des deux chapitres qui nous occupent 
en ce moment traite de la propagation des discontinuités dans les 
milieux continus, théorie à laquelle restent attachés les noms de 
Riemann, Hugoniot, Duhem et Hadamard. 

Dans le 7-ième chapitre l’auteur expose les fondements phy- 
siques de l’hydrodynamique, le 8-ieme chapitre est consacré à l’hy- 
drostatique. Dans le 9-ième chapitre on trouvera une intéressante 
application du principe de Hamilton. 
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Le 10-ième chapitre traite de la transformation des équations 
de l’hydrodynamique et constitue une préparation au 11-ième et 
dernier chapitre où le distingué auteur expose ses propres ,théo- 
remes d’existence“ relatifs à divers problèmes d’hydrodynamique; 
faute de place, il n’a pas été possible de développer les démonstra- 
tions de la convergence des séries constituant les solutions des pro- 
blèmes étudiés mais, grâce aux indications contenus dans le texte, 
le lecteur n’éprouvera pas de difficulté à retrouver dans les mé- 
moires originaux. les démonstrations qu'il a fallu supprimer dans 
l'ouvrage. 

En résumé, il nous semble que, les équations de l'hydrodyna- 
mique admises, les considérations basées sur elles par M. Lichten- 
stein ne laissent rien à désirer comme rigueur et précision et con- 
duisent à des résultats du plus haut intérêt. 

Quant a l'établissement des équations hydrodynamique elles- 
mêmes, nous n'oserions pas affirmer qu'il ne donne pas lieu à quel- 
ques difficultés. Quoi qu'il en soit. l'ouvrage, à cause de ses qualités 
de rigueur et de précision, nous semble mériter l'admiration de tout 
mathématicien et doit être chaudement recommandé à tous ceux 
qui voudraient acquérir des connaissances approfondies en hydro- 
mécanique. SZ. 


Aurel Wintner: ,Spectraltheorie der unendlichen Matrizen“. 
„Théorie spectrale des matrices infinies“. Avec préface de M, Lich- 
tenstein, professeur à l'Université de Leipzig. Leipzig, S. Hirzel 
1929, pp. XII + 280 in 8°. 

On connaît l'importance de la théorie des matrices infinies 
pour la nouvelle mécanique des quauta développée par Heisenberg. 
Il était donc à désirer que ces théories exposées dans des mé- 
moires difficiles à lire pussent être rendues intelligibles aux physi- 
ciens. C'était aussi, d'apres les préfaces de MM, Wintner et Lich- 
tenstein, le but de l’auteur. C’est pourquoi il a consacré les deux 
premiers Chapitres de l'ouvrage à l’exposition des propriétés des 
matrices finies ainsi qua des théories classiques de l'analyse, comme 
celles des fonctions à variation bornée, de l'intégrale de Stiltjes 
etc. La méthode d'exposition suivie dans ces chapitres consiste 
à présenter les considérations de manière qu'elles puissent s'adap- 
ter immédiatement à l'étude des matrices infinies et des intégrales 
correspondantes. 
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Voici les titres des chapitres de l'ouvrage: I. Bases algébriques 
et formelles. 2. Théories auxiliaires d'analyse. 3. Matrices bornées 
infinies. 4. Théorie de la matrice spectrale. 5. Théorie spectrale des 
matrices bornées. 6. Matrices hermitiennes non bornées. Appendice: 
Esquisse d’une théorie spectrale des fonctions presque périodiques. 
Bibliographie. 

Aprés avoir exposé la théorie des matrices finies, l’auteur con- 
sidère au troisième Chapitre les matrices infinies dites bornées se- 
lon la terminologie de Hilbert, en se bornant principalement aux 
matrices hermitiennes. Toutefois il étend cette théorie en esquissant 
aussi une théorie des matrices bornées non hermitiennes et en étu- 
diant particulièrement les matrices unitaires, c’est à dire telles que 
Pon ait Z2aya,;— Ôw, où & représente la quantité conjuguée de a 

J 


et où 0, est le symbole connu de Kronecker. 

Dans le 6-eme Chapitre et dans I Appendice on trouvera des choses 
nouvelles et intéressantes. L'auteur considère dans le 6 ème Chapitre 
les matrices non bornées hermitiennes ayant la propriété „Q“, cest- 
a-dire que 2 (aix)? et 2 (ak)? convergent, lesquelles ont déjà été envisa- 


gées par Carleman. Elles sont , régulières“ si elles possèdent une matrice 
résolvante bornée unique. Une matrice est dite „statistisch sinnvoll*, 
si elle ne possède qu’une résolvante bornée limite (Grenzresolvente), 
c’est-à-dire une résolvante qui est limite d'une certaine suite des ré- 
solvantes des segments de la matrice. On montre que les matrices 
_demi-bornées“ c’est-à-dire les matrices dont les spectres des seg- 
ments sont situés sur une demi-droite sont „statistisch sinnvoll“. 
Or les matrices demi-bornées jouent un rôle important dans la phy- 
sique, le spectre de la matrice de l'énergie de l'hydrogène étant 
situé sur une demi droite. L'auteur montre que les matrices Q sont 
les spectres des segments situés sur une demi-droite, si — le spectre de 
la matrice l'est. 

On connaît les belles recherches de M. Horald Bohr sur les 
fonctions presque périodiques. L'auteur introduit une généralisation 
des matrices de Laurent étudiée par Toeplitz pour ces fonctions. 
Si la suite ...— Ć_,, o, ... est la suite des „fréquences“ d'une 
fonction presque périodique /(t), telle que 


C2 


lim 57 f(D dt = m( fer), 
er 
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(age =$ soit différente de zéro pour ces nombres et seule- 
ment pour ceux-là, l’auteur forme la matrice infinie dans tous les 
sens dont l'élément a, est me, +;), i,j variant de — co à + oo. 
Il étudie ces matrices, matrices qui correspoudent dans la théorie 
de Heisenberg des quanta, à la mécauique classique des vibrations. 

Le livre de A. Wintner est riche en contenu et en idées nou- 
velles. Il gagnerait encore, sì les théorèmes nouveaux étaient énon- 
cés explicitement et séparément comme tels et si le livre était 
muni d'un index alphabétique qui faciliterait la recherche des dé- 
finitions particulières à l’auteur. Il eut été bon aussi d'ajouter un 
résumé de la théorie de la mesure de Lebesgue-Borel et celle de 
l'intégrale de Lebesgue, notions dont l’auteur fait un grand usage. 

Il convient aussi de remarquer que dans l'ample bibliographie 
qui termine l'ouvrage, on ne trouve pas cités les travaux de Poincaré 
ni de Helge von Koch. Mais ces manques sont faciles à combler. 

Alfred Rosenblatt. 


Comptes-rendus des séances à Cracovie 
de la Société Polonaise de Mathématique. 


11. V. 1929. T. Wazewski: ,0 odwzorowaniach posiadaja- 
cych jakobjan uogólniony*. 

27. IV. 1929. T. Ważewski: „Pewne twierdzenia z teorji 
długości w związku z wynikami Estermann'a*. 

25. V. 1929. T. Ważewski: „Zmiana zmiennych w calce 
wielokrotnej“. 

25. I. 1930. W. Wilkosz: „O równaniu relaksacji cz. I“. 

8. IT. 1930. O. Nikodym: „Z teorji funkcyj zbioroliczbo- 
wych“. 

22. II. 1980. W. Wilkosz: „O równaniu relaksacji cz. II“. 

Note. Les Comptes-rendus des séances des sections de Lwów, 
Poznan et Wilno de la Société ne sont pas arrivés à temps pour 
être insérés dans le présent volume. 
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Comptes-rendus des séances 
de la Société Polonaise de Mathématique, 
Section de Varsovie, année 1929. 


11. I 1929. A. Tarski: „Sur les fonctions additives dans les 
classes abstraites et leur application au problème de la mesure“, 
Comptes Rendus des séances de la Soc. des Sc. et de Lettres de Var- 
sovie, III, t. 32, (1929). 

8. II. 1929. S. Mazurkiewicz: ,Sur les points accessibles 
des continus indécomposables“, Fund. Math. t. 14, (1929), p. 107. 

22. IL 1929. M. Kerner: „Die Transversalenkriimmungs- 
methode und ihre Anwendung auf geschlossene Extremalen“, Math. 
Ann., t. 101, (1929), p. 633. 

26. III. 1929. W. L. Ayres: „Uber zyklische Kontinua und 
ihre Anwendungen in der Topologie“. 

B. Knaster: „Ein Beweis des Fixpunktssatzes für n-dimen- 
sionale Simplexe*, Fund. Math. t. 14, (1929), p. 132. 

7. VI. 1929. E. Zermelo: „Uber Spiegelung an analytischen 


Kurven“. 

J. Splawa-Neyman: „Sur la vraisemblance des hypothèses“. 

21. VI. 1929. W. Sierpiński: „Sur les images continues 
des ensembles analytiques linéaires punctiformes*, Fund. Math. t. 14, 
(1929), p. 345. 

W. Sierpiński: „Remarque sur un théorème de M. Hu- 
rewicz”. 

M. Sierpiński dit qu'un ensemble (linéaire) M jouit de la propriété H, 
s’il existe pour tout sous-ensemble non-dénombrable N de M un sous-ensemble 
parfait contenant une infinitć non-dénombrable de points de N. 

M. W. Hurewicz a démontré (Fund. Math., t. 12, p. 106) que si 
2x: = N, la condition nécessaire et suffisante pour qu'un ensemble (linéaire) 
jouisse de la propriété H, est qu'il soit nn Fg. 

Or, disons qu’un ensemble (linéaire) jouit de la propriété H,, s’il existe 
pour tout sous-ensemble de puissance du continu N de M un sous-ensemble 
parfait P de W tel que l’ensemble PX N soit non-dénombrable. 

M. Sierpiński observe que par une modification légère du raisonne- 
ment de M. Hurewicz, on obtient, sans faire appel à l'hypothèse que 28 = N, 
la proposition suivante dont une conséquence immédiate est la proposition de 
M. Hurewicz: Pour qu'un ensemble (linéaire) jouisse de la propriété H,, il faut 
et il suffit qu'il soit une somme de moins que 280 ensembles fermés. 

Remarquons qu’en s'appuyant sur le théorème de M. Zermelo ( Wohl- 
ordnungssatz) on peut démontrer sans peine l’existence des ensembles (linéaires) 

25 
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ne jouissant pas de la propriété H,. Tels sont évidemment les ensembles de 
puissance du continu ne contenant aucun sous-ensemble parfait. Or, sans faire 
appel à l’hypothese que 2% = N,, nous ne savons pas décider si l’ensemble de 
tous les nombres irrationnels jouit de la propriété H,. 

12. IV. 1929. W. Hurewicz: „Sur les ensembles de dimen- 
sion dénombrable“. 

S, Saks: ,Sur les fonctionnelles linéaires dans les champs 
Lr“, Studia Mathematica, t. 1, (1929), p. 217. 

Z. Kobrzyński: „Deux types de relations logiques et la 
méthode de Porecki“. 

31. V. 1929. W. Sierpiński: „Sur un problème conduisant 
à un ensemble non-mesurable et ne contenant aucun ensemble par- 
fait“, Fund. Math. t. 14, (1929), p. 229. 

W. Sierpiński: „Sur un ensemble de nombres réels dont 
on ne sait choisir aucun élément“. 

K. Kuratowski: „Sur les courbes gauches“, Fund. Math. 
t. 15, (1930), p. 

S. Mazurkiewicz: „Un théorème sur l’accessibilité des con- 
tinus indécomposables“, Fund. Math., t. 14, (1929), p. 271. 

18. X. 1929. S. Mazurkiewicz: „Fin Satz über irreduzible 
Kontinua“, Monatsh. für Math. und Physik, t. 37, (1930), p. 163. 

F. Sieczka: „Sur la courbe de M. Sierpiński*. (A pa- 
raitre dans les Comptes Rendus de la Soc. des Sc. et des Lettres de 
Varsovie). 

H. Sieczka définit un exemple de la courbe d'ordre <3 au sens de 
M. Menger dont aucune image homéomorphe n'est contenue dans la courbe 
de M. Sierpiński (Comptes Rendus, t. 160, (1916), p. 302). Cet exemple four- 
nit la réponse négative à une question posée par M. Menger (Fund. Math.; 
t. 10, p. 107) 

8. XI. 1929. S. Mazurkiewicz: ,Sur les points singuliers 


des fonctions analytiques“. 


État 
de la Société Polonaise de Mathématique à la fin 
de l’année 1928. 


Président: M. W. Sierpiński. 

Vice-Prósidents: MM. W. Staniewicz et S. Zaremba. 
Secrétaire: M. J. Splawa-Neyman. 

Vice- Secrétaire: MM. A. Turowicz et S. Turski, 
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Trésorier: M. St. K. Zaremba. 

Autres Membres du Bureau: MM. A. Hoborski, A. Rosenblatt et 
W. Wilkosz. 

Commission de Contrôle: MM. L. Chwistek, T. Wazewski et M-me 
I. Wilkosz. 

Il existe quatre sections de la Société, l’une a Lwów, présidée par 
M. E. Zylinski, la seconde à Varsovie, présidée par M. S. Ma- 
zurkiewiez, la troisième à Poznań, présidée par M. Z. Kry- 
gowski, la quatrième à Wilno, présidée par M. W. Staniewicz. 


Liste des Membres de la Société. 


Malgré le soin avec lequel cette liste a été établie, certaines 
fautes ont pu sy glisser; MM. les Membres sont priés instamment 
de vouloir bien envoyer les rectifications au Secrétaire (Cracovie, 
rue Gołębia 20, Institut de Mathématique) et de le prévenir 
de tous les changements d'adresse. 

Abréviations: L — membre de la Section de Lwów, Wa — 
membre de la Section de Varsovie, P — membre de la Section de 
Poznań, W] — membre de la Section de Wilno. Les initiales S. P. 
indiquent les Sociétaires perpétuels. 


Dr. Kazimierz Abramowicz (P), Poznań, ul. Wyspiańskiego 8. 

Aronszajn Natan (Wa), Warszawa, ul. Nowolipki 43, m. 7. 

Herman Auerbach (L), Lwów, ul. Szaszkiewicza 1. 

Prof. Dr. Stefan Banach (L), Lwów, Uniwersytet Jana Kazimierza. 
Mikołaja 4. 

Prof. Tadeusz Banachiewicz, Kraków, Obserwatorjum Astronomiczne, 
ul. Kopernika 27. 

Jan Baran, Toruń, Gimnazjum Męskie, Małe Garbary. 

Prof. Dr. Kazimierz Bartel (L), Warszawa, Prezydjum Rady Mi- 
nistrów. 

Prof. Dr. Nina Bary (Wa), Moscou (U. R. S. S.), Pokrowka 29, kw. 22. 

Prof. Czesław Białobrzeski, Warszawa, ul. Hoża 69. 

Prof, Dr. Mieczysław Biernacki (P), Poznań. Uniwersytet, Semina- 
rjum Matematyczne, Collegium Majus, Zamek, Sala No 6. 

Mag. Zygmunt Birnbaum (L), Lwów, ul. Św. Anny 1. 

Inż. Dr. Izydor Blumenfeld (L), Liwów, ul. Kąpielna 6. 

Prof. Dr. Georges Bouligand, Poitiers (Vienne, France), 50, rue 
Renaudot. 
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Mag. Karol Borsuk (Wa), Warszawa Adama Pluga 6, m. 2. 

Doc. Dr. Łucjan Bóttcher (L), Lwów, ul. Sadowa 4. 

Franciszek Brablec, Kraków, ul. Studencka 4. 

Dr. Feliks Burdecki (Wa), Zambrów (pow. Łomżyński), Gimnazjum. 

Dr. Celestyn Burstin (L), Wien VII (Autriche), Laudonstrasse 8. 

Prof. Dr. Elie Cartan, Le Chesnay (Seine-et-Oise, France), 27, Ave- 
nue de Montespan. 

Antoni Chromiński (Wa), Warszawa, Politechnika, Wydział Inzy- 
nierji Lądowej. 

Dr. Leon Chwistek, Kraków, ul. Szujskiego 7. 

Dr. Jakób Cukierman (WI), Wilno, ul. Mickiewicza 22 m. 30. 

Dr. Kazimierz Cwojdzinski (P), Poznań, ul. Szamarzewskiego 18. 

Jadwiga Czarnecka (P), Przybysław, poczta Żerków (województwo 
Poznańskie). 

Dr. Bohdan Debryng, Warszawa, ul. Topolowa, Wojenna Szkoła 
Inzynierji. 

Jean Delsarte, Maître de Conférences à la Faculté des Sciences 35, 
rue Saint-Michel Nancy (Meurthe-et-Moselle) France. 

Prof. Dr. Samuel Dickstein (Wa), Warszawa, ul. Marszalkowska 117. 

Pułk. Gerhard Długowski, Rembertów, Centrala badań poligonalnych. 

Prof. Dr. Wacław Dziewulski (Wl), Wilno, ul. Zakretowa 13. 

Prof. Dr. Władysław Dziewulski (W1), Wilno, ul. Zakretowa 15. 

Prof. Dr. Placyd Dziwiński (L), Lwów, ul. Kleinowska 3. 

Prof. Dr. Marcin Ernst (L), Lwów, ul. Długosza 25, Instytut Astro- 
nomiczny. 

Kazimierz Fijoł, Kraków-Podgórze, ul. Józefińska 31. 

Prof. Dr. Paul Flamant, Clermont-Ferrand (Puy-de-Dóme, France. 
22 rue Morel-Ladeuil. 

Prof. Ing. Godofredo Grarcia (Wa), Lima (Peru) Apartodo 1979. 

Dr. Stefan Glass (Wa), Warszawa, ul. Saska, dom J. Glassa. 

Prof. Dr. Lucien Godeaux, Liege (Belgique), 75 rue Frédéric Nyst) 

Stanisław Golab, Kraków, ul. Lenartowicza 12. 

Prof. Dr. Lucjan Grabowski (L), Lwów, Politechnika. 

Dr. Henryk Greniewski (Wa), Warszawa, ul. Opaczewska 54 m. 12. 

Dr. Aleksander Gruzewski (Wa), Warszawa, ul. Ustronie 2, m. 62 
(Żolibórz). 

Dr. Halina Gruzewska (Wa), Warszawa, ul. Ustronie 2, m. 62 (Żo- 
libórz). 

Dr. Hasso Harlen, (Allemagne), Eislingen Fils (Wiirtemberg) 


327 


Prof. Dr. Antoni Hoborski, Kraków, ul. Smoleńska 26. 

Marja Hommé (L), Lwów, ul. Łyczakowska 151. 

Dr. Janina Hossiasson (Wa), Warszawa, ul. Trebacka 6 m. 5. 

Prof. Dr. Maksymiljan Huber (Wa), Warszawa, ul. Koszykowa 75, 
dom A. 

Doc. Dr. Witold Hurewiez (Wa), Amsterdam (Hollande), Université. 

Dr. Mojżesz Jacob (L), Wien II (Autriche), Wolfgang - Schmälzl- 
gasse 10/16. 

Prof. Dr. Maurice Janet, Caen (Calvados) (France), 7, rue de la 
Délivrande. 

Wincenty Janik, Krakéw, ul. Studencka, Gimnazjum. 

Prof. Dr. Kazimierz Jantzen (WI), Wilno, ul. Zakretowa 9 m. 3. 

Dr. Stefan Kaczmarz (L), Lwéw, Politechnika. 

Dr. Stanisław Kalandyk (P), Poznań, ul. Słowackiego 29. 

Dr. Bazyli Kalicun-Chodowicki (L), Lwéw, ul. Kubali 4. 

Prof. Dr. Joseph Kampé de Fériet, Lille (France), S. P. 16, rue 
des Jardins. 

Prof. Dr. Stefan Kempisty (WI), Wilno, ul. Zamkowa 24 m. 5. 

Dr. Michał Kerner (Wa), Warszawa, ul. Pańska 20m. 17. 

Stefania Klawekówna (P), Poznań, ul. Młyńska 11. 

Prof. Dr. J. R. Kline (Wa), Philadelphia (U. S. A.), University of 
Pensylvania. 

Doc. Dr. Bronisław Knaster (Wa), Warszawa, ul. Narbuta 9 m. 3. 

Dr. Kobrzyński Zygmunt, (Wa), Warszawa, ul. Wileza 11, m.3. 

Prof. Dr. Zdzisław Krygowski (P), Poznań, ul. Głogowska 74/75. 

Dr. Marjan Kryzan (P), Poznań, ul. Krasińskiego 9. 

Prof. Dr. Kazimierz Kuratowski (Wa), Lwów, ul. Nabielaka 12 m. 5. 

Dr. Stefan Kwietniewski (Wa), Warszawa, ul. Nowy Świat 72, Se- 
minarjum Mat. 

Prof. Dr. Edward Lainé, Angers (France), 3 rue de Rabelais. 

Prof. Dr. Franciszek Leja (Wa), Warszawa, Koszykowa 75 m, 16. 

Prof. Dr. Stanisław Leśniewski (Wa), Warszawa, ul. Brzozowa 12. 

Gustaw Leśnodorski, Kraków, ul. Sobieskiego 10. 

Prof. Dr. Tullio Levi-Civita, Roma 25 (Italie), via Sardegna 50. 

Władysław Lichtenberg (L), Lwów, Wulecka Droga 78. 

Prof. Dr. Leon Lichtenstein (Wa), Leipzig (Allemagne), Gross- 
górschenstrasse 3. 

Dr. Adolf Lindenbaum (Wa), Warszawa, ul. Złota 45 m. 4. 

Prof. Dr. Stanisław Loria (L), Lwów, ul. Sykstuska 37. 
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Prof. Dr. Antoni Łomnicki (L), Lwów, ul. Kosynierska 18. 

Zbigniew Łomnicki (L), Lwów, ul. Nabielaka 19. 

Prof. Dr. Jan Łukasiewicz (Wa), Warszawa, ul. Brzozowa 12. 

Prof. Dr. Mikołaj Luzin (Wa), Moscou (U. R. S. S.), Arbat 25/8. 

Dr. Adam Maksymowicz (L), Lwów, ul. Batorego 5. 

Stanisław Malecki, Dębica, Gimnazjum. 

Andrzej Marconi (P), Poznań, ul. Kosińskiego 26. 

Stanisław Mazur (L), Lwów, Kętrzyńskiego, 17. 

Prof. Dr. Stefan Mazurkiewicz (Wa), Warszawa, ul. Oboźna 11. 

Prof. Dr. Karl Menger (Wa), Wien IX (Autriche), Fruchthaller- 
gasse 2. 

Doc. Inz. Dr. Meyer (L), Wien (Autriche), Université. 

Prof. Dr. Dymitr Mieńszow (Wa), Moscou (U. R. S. S.), Dievitchie 
Pole, Bojeninowski per. 5 kw. 14. 

Prof. Dr. R. L. Moore (Wa), Austin (U. S. A.), University of Texas. 

Władysław Moroń (L), Lwów, Uniwersytet Jana Kazimierza. 

Sir Thomas Muir, F. R. S. etc, Rondebosch (South Africa). 

Zofja Napadiewiczówna (L), Lwów, ul. Bonifratrów 8. 

Dr. Jerzy Spława Neyman (Wa), Warszawa, ul. Koszykowa 22 m. 15. 

Doc. Dr. Władysław Niklibore (L), Lwów, ul. Listopada 44a. 

Doc. Dr. Otton Nikodym, Kraków, ul. Kochanowskiego 23. 

Dr. Stanisława Nikodymowa (Wa), Kraków, ul. Kochanowskiego 23. 

Szymon Ohrenstein, Drohobycz, I. pryw. Gimnazjum żeńskie. 

Władysław Orlicz (L), Lwów, ul. Nabielaka 3. 

Józef Orłowski (P), Poznań, ul. Matejki 44. 

Ludwik Ostrzeniewski (P), Poznań, ul. Ogrodowa 2. 

Inż. Jan Pankalla (P), Poznań, ul. Ratajczaka 12. 

Dr. Aleksander Pareński (L), Lwów, ul. Szeptyckich 10. 

Prof. Dr. Józef Patkowski (Wl), Wilno, ul. Nowogrodzka 22, 

Dr. Egon Sharpe Pearson, London W. C. 1, University College, 
Galton Laboratory. 

Prof. Dr. Karl Pearson, London W. C. 1, University College. 

Prof. Dr. Tadeusz Peczalski (P), Poznań, ul. Krasińskiego 14. 

Prof. Dr. Antoni Plamitzer (L), Lwów, ul. Gipsowa 32. 

Poprużenko Jerzy (Wa), Warszawa, ul. Szopena 6. 

Prof. Dr. Gonesh Prasad (Wa), Calcutta (East India) Samavaya 
Manrions 2 Corporation str. 

Prof. Dr. Antoni Przeborski (Wa), Warszawa, Nowy Zjazd 5. 

Inż. Józef Przygodzki (P), Poznań, ul. Rybaki, Szkoła Budowlana. 
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Doc. Dr. Aleksander Rajchman (Wa), Warszawa, ul. Zajęcza 7 m. 9. 

Prof. Dr. Alfred Rosenblatt, Kraków, ul. Krowoderska 47. 

Stefan Rozental Łódź, ul. Nawrot 4. 

Antoni Rozmus, Piotrków, Gimnazjum państwowe. 

Prof. Dr. Juljusz Rudnicki (Wl), Wilno, ul. Zamkowa 22. 

Prof. Dr. Stanisław Ruziewicz (L), Lwów, Uniwersytet Jana Kazi- 
mierza, ul św. Mikołaja 4. 

Walerja Sabatowska (L), Lwów, ul. Zielona, Gimn. Strzałkowskiej, 

Doc. Dr. Stanisław Saks (Wa), Warszawa, Politechnika. 

Doc. Dr. Juljusz Schauder (L), Lwów, ul. Zielona 3. 

Dr. Lidja Seipeltówna (P), Poznań, ul. Gajowa 4. 

Prof. Dr. Pierre Sergesco, Cluj; (Roumanie), Seminar matematic 
universital. 

Ks. Dr. Franciszek Sieczka (Wa) Płock, Seminarjum Duchowne. 

Prof. Dr. Wacław Sierpiński (Wa), Warszawa, ul, Marszałkowska 55m. 1. 

Prof. Dr. Jan Sleszyński, Kraków, ul. Wygoda 7. 

Kazimierz Smoliński (P), Poznań, ul. Żupańskiego 16. 

Helena Smoluchowska (P), Poznań, ul. Chełmońskiego 8. 

Władysław Smosarski (P), Poznań, Uniwersytet. 

Szpilrajn Edward (Wa), Warszawa, ul. Ujazdowska 32, m. 9. 

Dr. Edward Stamm, Lubowidz, p. Zieluń nad Wkrą (pow. Mława). 

Prof. Dr. Wiktor Staniewicz (WI), Wilno, ul. Uniwersytecka 7. 

Inż. Ksawery Stankiewicz, Kraków, ul. Długa 50. 

Zofja Starosolska-Szczepanowska (L), Chełmno, Korpus Kadetów Nr. 2. 

Dr. Samuel Steckel (Wa), Białystok, Gimnazjum Druskina, ul. Szla- 
checka 4. 

Prof. Dr. Hugo Steinhaus (L), Lwów, ul. Kadecka 14. 

Prof. Dr. Włodzimierz Stożek (L), Lwów, ul. Ujejskiego 1. . 

Prof. Dr. Stefan Straszewicz (Wa), Warszawa-Mokotów, ul. Rejtana 17, 

Mjr. Karol Szczepanowski (L), Chełmno, Korpus Kadetów Nr. 2. 

Dr. Piotr Szymański (Wa), Warszawa, ul. Żelazna 29m. 17. 

Władysław Ślebodziński (P), Poznań, ul. Głogowska 51. 

Doe. Dr. Alfred Tarski (Wa), Warszawa, ul. Koszykowa 51. 

Inż. Henryk Titz, Kraków, ul. Św. Tomasza 27. 

Mag. Andrzej Turowicz, Kraków, ul. Sobieskiego 7. 

Mag. Stanisław Turski, Kraków, ul. Ks. Józefa 29. 

Włodzimierz Urbański, Kraków-Podgórze, ul. Krzemionki, Ak. Górn. 

Prof. Dr. Giuseppe Vitali, Padova (29) (Italia), Via J. Facciolati 16. 

Inż. Kazimierz Vetulani, Kraków, ul. Smoleńska 14. 
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Dr. Arnold Walfisz (Wa), Warszawa, ul. Królewska 27 m. 16. 
Doe. Dr. Tadeusz Ważewski, Kraków, ul. Św. Jana 20. 

Prof. Dr. Kasper Weigel (L), Lwów, Politechnika. 

Dr. Sala Weinlósówna (L), Lwów, ul. Klonowicza 18. 

Prof. Dr. Jan Weyssenhoff (WI), Wilno, ul. Królewska 4. 
Leopold Węgrzynowicz, Kraków, ul. Krowoderska 74. 

Marjan Węgrzynowicz (P), Poznań, ul. Lazarska 2a. 

Dr. Antoni Wilk, Kraków, ul. Wybiekiego 4. 

Prof. Dr. Witold Wilkosz, Kraków, ul. Zyblikiewicza 5/7. 

Irena Wilkoszowa, Kraków, ul. Zyblikiewicza 5/7. 

Dr. Franciszek Włodarski (P), Poznań, Przecznica 6. 

Mag. Aleksander Wundheiler (Wa), Warszawa, ul. Pawia 39. 
Stanisław Zakrocki, Kraków, ul. Smoleńska 21. 

Dr. Zygmunt Zalewasser (Wa), Warszawa, ul. Leszno 51. 

Doc. Dr. Kazimierz Zarankiewicz (Wa), Warszawa, ul. Filtrowa 71. 
Prof. Dr. Stanisław Zaremba, Kraków, ul. Żytnia 6. 

Mag. Stanisław Krystyn Zaremba (Wl), Wilno, ul. Zamkowa 11. 
Miron Zarycki (L), Lwów, Gimnazjum IX, ul. Chocimska 6. 
Doc. Dr. Zygmunt Zawirski (L), Lwów, ul. Leona Sapiehy 51. 
Prof. Dr. Zermelo Ernst, Freiburg i/Br. Karlstrasse 60, Allemagne. 
Doc. Dr. Antoni Zygmund (Wa), Warszawa, ul. Złota 83 m. 8. 
Prof. Dr. Kazimierz Żórawski (Wa), Warszawa, Nowy-Zjazd 5. 
Prof. Dr. Eustachy Żyliński (L), Lwów, ul. Długosza 27. 


Membres décédés. 


Dr. Stanisław Dobrowolski. 


Membres dont les adresses manquent, 


Bohdan Babski. 
Władysław Bogucki. 

Dr. Juljan Chmiel. 

Inż. Ludwik Kaszycki. 
Władysław Majewski (L). 
Jan Sobaczek. 
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Liste des publications périodiques avec lesquelles la Société 


OO "JO OI 2 


polonaise de Mathómatique óchange ses Annales. 


. Acta litterarum et scientiarum Regiae Universitatis Hungaricae 


Francisco - Josephinae. 


. Abhandlungen des Mathematischen Seminars der Universitàt in 


Hamburg. 


. Bulletin de la Société Mathématique de France et Comptes-Ren- 


dus des Séances. 


. Bulletin of the Calcutta Mathematical Society. 

. Annales scientifiques de l’Université de Jassy. 

. Jahresbericht der Deutschen Mathematiker - Vereinigung. 

. Monatshefte für Mathematik und Physik. 

. Publications de l’Institut de Mathématiques de l’Université de 


Strasbourg. 


. Seminario Mathematico della Faculta di Science della R. Uni- 


versità di Roma. 


. Bulletin Scientifique de l'Ecole Polytechnique de Temisvara. 
. Contributions al Estudis de las Ciencias Fisicas y Matematicas 


(La Plata, Argentina). 


. Publications de la Faculté des Sciences de l’Univorsité Masaryk. 
. Fundamenta Mathematicae. 

. Prace Matematyczno-Fizyczne. 

. Vierteljahrschrift der Naturforschenden Gesellschaft in Zürich. 
. Annals of Mathematics. 

. Annales de la Faculté des Sciences de l'Université de Toulouse. 
. Transactions of the American Mathematical Society. 

. Journal de l’Ecole Polytechnique, 

. Revue semestrielle des publications math. 

. Wiskundige apgaren met de Oplasingen. 

. Archiet voor Wiskunde. 

. Leningradzkie Tow. Fizyczno-Matematyczne, 

. Journal of the Faculty of Science, Imperial University of Tokyo. 
. Universitätsbibliothek, Basel. 

. Academia Romana, Buenresti. 

. Société Scientifique de Bruxelles. 

. Bayerische Akademie der Wissenschaften, Mtinchen. 

. Uniwersytet hebrajski w Jerozolimie. 

. Edinburgh Mathematical Society. 


. Société Hollandaise des Sciences. 

. Société Mathématique de Klarkow. 

. La Sociedad Matematica Espanola, Madrid. 

. Koninklijke Akademia van Wetenschappen, Amsterdam. 
. Mathematische Gesellschaft in Hamburg. 

j. Unterrichtsblàtter für Mathematik u. Naturwissenschaften. 
. London Mathematical Society. 

. Real Academia de Ciencias Exactas, Madrid. 

. Philosophical Society, Cambridge. 

. Norsk Matematisk Forening, Oslo. 

. Académie Royale des Sciences, Bruxelles. 

. Mathematisches Seminar der Universitàt, Giessen. 

. Societas Scientiarum Fennice, Helsingfors. 

. Matematisk Tidsskrift, Copenhaghe. 

. Société Physico-Mathématique de Kazan. 

. Heidelberger Akademie der Wissenschaften. 

. The Tôhoku Mathematical Journal, Sendai. 

. Naturforscher Gesellschaft bei der Universitàt Dorpat. 
. Sachsische Akademie der Wissenschaften, Leipzig. 

. The Mathematical Gazette. 

. The Benares Mathematical Society. 

. Smithsonian Institution, Waschington. 

. Royal Society of Edinburgh. 

. Akademja Górnicza, Kraków. 

. Societatea Romana de Stiinte. 

. Société Royale des Sciences de Liege. 

. Recueil Mathématique de la Société Math. de Moscou. 

. Journal of Mathematics and Physics, Mossachusetts Institute of 


Technology. 


. Bolletin del Seminario Mathematico Argentino, Buenos Aires. 
. Procès-verbaux des Séances de la Société des Sciences Phy- 


siques et Naturelles de Bordeaux. 


. Studia Mathematica, Lwów. 

. Časopis pro péstoväni Matematiky a Physiky. Praha. 

. Matematica, Cluj. 

. Rendiconti del Seminario Matematico e Fisico di Milano. 
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Ouvrages reçus. 


. Henri Villat, Professeur à la Sorbonne, Correspondant de l'Ins- 
titut. Leçons sur l'Hydrodynamique. 

. Henri Villat, Professeur à la Sorbonne, Correspondant de l'In- 
stitut. Leçons sur la théorie des tourbillons. 

. Maurice Janet. Professeur à la Faculté des Sciences de Caen. 
Leçons sur les systèmes d’équations aux dérivées partielles. 

. Leon Lichtenstein, o, 6 Professor an der Universität Leipzig. 
Grundlagen des Hydromechanik. 

. Aurel Winter. Spektraltheorie der unendlichen Matrizen. 


Kiss 441 Damei og nr frame, ibm Gam à 
Tworzy dio Bam di to Sity des Giro W 


OM). EJST 23 
ia got) Mrs è Tipy crea 
pa Si 

sti áy- apina Diis © Vuia ci Mes 


id 


Table des matières. 


A. Tonolo. Relazioni geometriche fra due sistemi di normali di una su- 
perficie dello spazio hilbertiano = ; 

B. Gambier. Invariants projectifs de quatre EA Ga tien 
liers. Sous-groupes du groupe des homographies + 

B. Gambier. Configurations remarquables de Due tangentes à une 
même courbe gauche . 

J. Delsarte. Sur certains sous-groupes Gb groupe T Podola 

K. Abramowicz. Sur la transformation des fonctions ZE, de 
plusieures variables - KE . ; 

E. Cartan. Sur les invariants intégraux ie tre espaces homogènes 


clos et les propriétés topologiques de ces espaces 
S. Kempisty. L'intégration des fonctions sommables . . . . . . . 
Z. Kobrzyñski. Deux types de relations logiques et la méthode de 


Poretsky . 2 «44 » 3 
K. Abramowicz. Sur un groupe suine - : : 
S. K. Zaremba. Sur les équations différentielles dans A e A 
P. Flamant. Les familles de fonctions entières normales par rapport à un 


type de croissance . . . ; MESE: 
S. Golab. Sur les eni de RE, rectifables me 
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de Varsovie année 1929. . . . coll 
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